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“Na mazior parte das ciéncias uma geragao poe abairo o que a outra construiu e o que
uma estabeleceu, a outra desfaz. Somente na Matemdtica é o que cada gerag¢ao constroi
um novo andar sobre a antiga estrutura.”

Hankel.



Resumo

Neste trabalho, estudamos difeomorfismos de classe C' do anel com uma 6rbita homo-
clinica transversal K-rotacional a um ponto fixo hiperbolico. Primeiramente, recupera-
mos um resultado classico de Poincaré, Birkhoff e Smale: Um ponto homoclinico implica
a existéncia de uma ferradura topologica para alguma iterada. Além disso, obtemos in-
formacgoes interessantes sobre o comportamento rotacional das 6rbitas em um conjunto
de Cantor invariante e maximal (chamado ferradura rotacional). Usando conjugagao e
dindmica simbolica associada ao conjunto de Cantor nao-errante da ferradura, provamos
a existéncia de um intervalo de rotacao nao trivial I, e de incontéveis conjuntos de Cantor
invariantes para cada nimero de rotacao irracional em /. Finalizamos o trabalho carac-
terizando a codificacao das orbitas Birkhoff da aplicacao de duplicacao em S', as quais

implicam a existéncia de o6rbitas Birkhoff da ferradura rotacional.

Palavras—chave: Anel, Ferradura Rotacional, Intervalo de Rotacao, Orbitas Birkhoff.
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Abstract

In this work, we consider O diffeomorphisms of the annulus with a K-rotational trans-
verse homoclinic orbit to a hyperbolic fixed point. We first recover the well know classic
result of Poincaré, Birkhoff and Smale: Homoclinic point imply a topological horseshoe for
some iterate. Furthermore, we obtain interesting information about the rotational beha-
vior of orbits in the maximal invariant Cantor set (called rotational horseshoe). Using
conjugation and symbolic dynamics associated with the non-wandering Cantor set of the
horseshoe, we prove the existence of a non-trivial rotation interval I, and uncountable
many invariant Cantor set of each irrational rotation number in I. We conclude the work
by characterizing, in the simbolic level, the Birkhoff orbits of the doubling application in

S!, which implies the existence of Birkhoff orbits of the rotational horseshoe.

Keywords: Annulus, Birkhoff Orbits, Rotational Horseshoe, Rotation Interval.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo é constituido de varias nogoes e resultados que servem como pré-requisitos
para o estudo que estamos interessados em realizar, ele esta dividido em duas partes. Na
primeira, introduzimos as nogoes de espago simplesmente conexo e recobrimento universal,
as quais serao utilizadas na segunda, onde definimos os conceitos de 6rbita homoclinica
transversal K — rotacional e de nimero de rotacao. Destacamos nesta segunda parte, os

Teoremas (1.2.1) e (1.2.2) amplamente utilizados ao longo do texto.

1.1 Espacgos Simplesmente Conexos e Recobrimento Uni-
versal

Definicao 1.1.1. Uma colegao 7 de subconjuntos de um conjunto X € dita ser uma

topologia em X se T wverifica as sequintes propriedades:
(i) peTeXeET.
(i) Se A; € T parai=1,...,n, entaco AyN---NA, €.
(1it) Se {A,} € uma cole¢ao arbitrdria de elementos de T, entio |, Aq € T.

Se 7 ¢ uma topologia em X, entao X é chamado um espaco topologico e os elementos
de 7 sao ditos conjuntos abertos em X. Em alguns momentos, utilizaremos a notagao

(X, 7) para indicar que o conjunto X estd munido com a topologia 7.

1



Exemplo 1.1.1. (i) (topologias triviais) Dado um conjunto X, podemos tornd-lo um
espago topologico de um modo absolutamente simples, basta munir X com as se-

gquintes topologias
T={V;V CX}=PX) ou  p={¢p, X}

E claro que T e p satisfazem as condi¢oes da Definicio 1.1.1 (T ¢é chamada topologia

discreta e p, topologia cadtica.)

ii) Em R", o conjunto de todas as unioes arbitrdrias de conjuntos da forma
] ]
((Il,bl) X ... X (an, bn),

onde a;,b; € R para 1 =1,...,n, é uma topologia em R™ chamada topologia usual.

A menos que dissermos o contrdrio, sempre consideraremos R" com esta topologia.

Uma fonte de exemplos de espagos topoldgicos é dada pela categoria dos subespacos

topologicos de um espago (X, 7). Tomando um subconjunto B C X, o conjunto
5={VNB:Ver}

¢ uma topologia em B denominada topologia induzida por X em B . O espago topo-

logico (B, 7p) chama-se entdo um subespago topoldgico do espago (X, 7).

Definigao 1.1.2. Uma aplicagao [ : (X, 7x) — (Y, 7y) € dita ser uma aplicagao conti-

nua se f~'(A) € Tx para todo A € Ty.

Seja ~ uma rela¢ao de equivaléncia no espago topoléogico (X, 7). O conjunto X/ ~,
das classes de equivaléncia [z], tal que x € X, é chamado conjunto quociente de X pela
relagao de equivaléncia ~, onde [z] = {y € X : y ~ z}. Utilizando a aplica¢ao

UV: X — X/~
(1.1)
r — Y(x) =[],
denominada proje¢ao canoénica de X sobre X/ ~, podemos munir X/ ~ com uma topo-

logia 7 definida do seguinte modo:

V é aberto em X/ ~ se, e somente se, U~'(V) é aberto em X.



A topologia 7 ¢ denominada topologia quociente e é a maior topologia, segundo a
relacao de inclusao, que torna a projecao candnica W uma aplicacao continua. O espaco

topolégico (X, 7) chama-se entio, espago topolégico quociente.

Definicao 1.1.3. Uma aplicagao f : (X, 7x) — (Y,7v) € dita ser um homeomorfismo
se € bijetora, continua, e sua inversa, = : (Y, 7y) — (X, 7x) também é uma aplicagio

continua.

Denotamos o espago dos homeomorfismos de X em Y por Homeo(X,Y"), no caso em
que X =Y, denotamos este espago simplesmente por Homeo(X ). Quando Homeo(X,Y') #
¢ os espacos topologicos X e Y sao ditos homeomorfos, tais espacos sao indistinguiveis no
que diz respeito as suas propriedades topologicas, ou seja, representam o mesmo objeto

na categoria dos espacos topolodgicos.

Exemplo 1.1.2. Fizados a € R en € N, consideremos no intervalo [a,a + n] a sequinte
relacao de equivaléncia:

r~y<=xr—yEL. (1.2)

E em IR?, 0 subespago topoldgico

8t ={(z.,y) e R*: [|(z,p)l| = 1}
onde, ||(z,y)|| = (224+32)/2. Munindo |a,a+n]/ ~ com a topologia quociente, a aplicagdo

A la,a+n]/~ — S!
(1.3)
[ M) =

¢ um homeomorfismo entre [a,a +n]/ ~ e S'.
Note que A estd bem definida, pois se y € |x] existe m € Z tal que, y = m +x e
portanto,
MJy]) = €27 = e2rime2mic _ 2mix _ )\([4]).
Agora, tomando [z],[y] € [a,a + n]/ ~ tais que N([z]) = A([y]), temos pela periodicidade
da exponencial complexa que y = x + m para algum m € Z, donde seque que [x] = [y].

Para ver que \ € sobrejetiva, fizado z € S*, existe 0 <t < 1 tal que,

z = cos(27t) + i sen(27t) = >,



logo z = A([t]). A continuidade de X € obtida observando que \ = exp oWV, ou seja, \ €
composi¢ao de aplicagoes continuas (vide 1.1). Por outro lado, X\ € uma aplica¢ao aberta,

isto €, leva abertos de [a,a+n]/ ~ em abertos de S', donde seque a continuidade de \™.

Devido ao homeomorfismo 1.3 do Exemplo 1.1.2 os espagos [a, a+n]/ ~ sao chamados
de circulos ou toros unidimensionais. Ao longo do texto, T denotara o circulo [0, 1]/ ~.

Até o fim desta secao, X e Y denotarao espagos topologicos.

Definicao 1.1.4. Seja f : X — Y. Um aberto V de Y € dito ser uma vizinhan¢a

distinguida com respeito a aplicagao f se
f_l(v) = U Ua;
(6%

onde os Uy s sao abertos em X, dois a dois disjuntos, e cada U, se aplica por f homeo-

morficamente sobre V.

Definicao 1.1.5. Uma aplicagao f : X — Y € dita uma aplicagao de recobrimento
(ou simplesmente um recobrimento) se cada ponto y € Y pertence a uma vizinhanga

distinguida V,, com respeito a aplicagao f.

Definicao 1.1.6. Duas aplicacoes continuas f,qg : X — Y dizem-se homotdpicas quando

existe uma aplicacao continua
H:Xx[0,1] —Y

tal que, H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(z) para todo x € X. A aplicagao H chama-se entao

uma homotopia entre f e g, que denotamos por H : f ~ g.

Note que dada uma homotopia H : f = g, para cada t € [0, 1], podemos definir a
aplicagao
H: X — Y
r — H,=H(z,1).
Assim, dar uma homotopia H entre duas aplicagoes f e g equivale a definir uma

familia de aplicagdes continuas a um parametro (Hy)ier de X em Y que comega em f



e termina em ¢, de modo que a aplicacao (x,t) — H;(z) seja continua. Quando cada
aplicagao H; for um homeomorfismo dizemos que H é uma isotopia entre f e g. Note que
o fluxo em Equacoes Diferenciais Ordinérias é um exemplo importante de tal homotopia

da identidade.

Definicao 1.1.7. Um caminho em X ¢é uma aplicagao continua f : |a,b] C R — X.

No caso particular que f(a) = f(b) dizemos que f é um caminho fechado em X.

Note que um caso particular de caminho fechado é um caminho constante f(t) = x
para todo t € [a,b], onde z € X.
Usando a no¢ao de caminho fechado e a defini¢ao (1.1.6) temos o importante conceito

de espaco simplesmente conexo.

Definicao 1.1.8. Dizemos que X ¢é simplesmente conexo quando todo caminho fechado

em X € homotopico a um caminho constante em X.

Definicao 1.1.9. Dizemos que X € conexo por caminhos se dados quaisquer dois pontos
p,q € X existe um caminho em X que conecta p a q. Isto €, existe uma func¢ao continua
f i a,b) — X tal que, f(a) =p e f(b) = q. Além disso, dizemos que X € localmente
conexo por caminhos se todo ponto x € X pertence a uma vizinhanc¢a V, que € conexa por

caminhos.

Teorema 1.1.1. (Recobrimento Universal). Seja p : X — X um recobrimento,
cujo dominio X ¢ simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos. Para todo

recobrimento q : Y — X comY conezxo, existe um recobrimento f : X — Y ta que

qo f =p.

Definicao 1.1.10. Seja p : X — X um recobrimento com X simplesmente conexo e

localmente conexo por caminhos. Entao X chama-se um recobrimento universal do espaco

X.

O termo recobrimento universal usado na defini¢do (1.1.10) é devido ao Teorema
(1.1.1), pois se X ¢ simplesmente conexo, localmente conexo por caminhos e recobre

X, entao X recobre qualquer outro recobrimento de X.



1.2 Sistemas Dinadmicos, Pontos Homoclinicos e Ntime-

ros de Rotacao

Definigao 1.2.1. Dado um conjunto X # ¢. Dizemos que d : X x X — R € uma

métrica sobre X se as sequintes condi¢oes se verificam para quaisquer x,y,z € X:
(1) d(z,y) >0 e d(z,y)=0&z=y;

(ii) d(z,y) = d(y,x);

(iii) d(z,z) < d(z,y) +d(y, ).

Nessas condigoes, cada imagem d(z,y) recebe o nome de distincia de x ay e o par (X,d),

onde d € uma métrica sobre X € chamado de espaco métrico.

Dado um espago métrico (X, d), um ponto a € X e um namero real r > 0, temos os

seguintes conjuntos:

(i) A bola aberta de centro a e raio r

B(a,r) ={z € X:;d(a,z) < r}.

(ii) A bola fechada de centro a e raio r

Bla,r] = {z € X;d(a,x) <r}.

(iii) A esfera de centro a e raio r

Sla,r] ={z € X;d(a,z) =1}.

Exemplo 1.2.1. Em IR? com a métrica euclidiana, a saber,

(ST

d((z1,11), (22, 92)) = ((x1 — $2)2 + (1 — 92)2)



0 conjunto

A={(z,y) eR*:ry <||(z,y)|| <o}

¢ dito ser um anel em IR?, onde 0 < 11 < 1y e ||(z,y)|| = d((z,v),(0,0)). Note que este
conjunto nao € simplesmente conexo, basta tomar qualquer caminho fechado v em A de
tal forma que a componente conexa limitada de vy contenha os pontos (x,y) € A tais que

Gz, )l = 1.

Ao longo do texto chamaremos de anel qualquer conjunto homeomorfo a A.

Definigao 1.2.2. Seja 3y = {0,1}%, isto €, o conjunto de todas sequéncias bi-infinitas

cujos termos sao “0” ou “17. Dados dois pontos a = (a;)iez € b = (b;)icz em 2o, defina

la;
Z JQIJI

j—foo
O par (Xg2,d) € um espago métrico, o qual chamaremos de espago simbolico.

Dado a € ¥, o nimero R*(a) definido por,

n

1
o) — i = ,
R (a) = nh_rglo - g 1 a; (1.4)
J:

€ a frequéncia de 1's para frente do cddigo simbdlico a, sempre que o limite 1.4 exis-
tur.
Analogamente, o niumero R™(a) definido por

n

1
R (a) = nh_)ngo - Za_j (1.5)
=0

€ a frequéncia de 1's para tréas do cddigo simbdlico a, sempre que o limite 1.5 existir.

Observacgao 1.2.1. A terminologia “frequéncia de 1's para frente”, respectivamente “para
tras”, empregada na Definicao 1.2.2 serd provisoria, pois apos apresentarmos o Teorema
(2.1.1) no proximo capitulo, os nimeros R*(a) e R™(a), associados a uma sequéncia
simbolica a € Yo, ganharao uma interpretacao “rotacional”, e por este motivo, passa-
rao a ser chamados de nimero de rotagdo simbdlico para frente, respectivamente,

nimero de rotagdo simbdlico para tras.



A aplicac¢ao o a seguir é denominada shift (ou deslocamento) e possui um papel fun-

damental para as conclusoes do trabalho

g > — D

a=(a;)jez — ola)=(aj11)jez-

(1.6)

Ao longo do texto, chamaremos de palavra qualquer sequéncia finita cujos termos sao
0 ou 1. Dada uma palavra W € {0,1}", para algum n € IN, o simbolo (W)**° indicara o

elemento de {0, 1} obtido pela concatenacao da palavra W, ou seja,
(W)t =WWW ...

Chamaremos o espaco {0, 1} de espaco simbolico positivo e o denotaremos por X3 .
Dada uma palavra W o simbolo W denotara a palavra que é obtida trocando os zeros de

W por uns e vice versa. Se W1 =a_1...a_, e Wy =b;...b,,, a palavra /I/I71 =Q_p...0_1

¢ chamada a palavra reversa de W; e o simbolo (W, W5)*>° denotara o elemento de ¥

dado pela concatenagao de Wi para tras e de W5 para frente, isto é,
(Wl, WQ)OO = ... 0_nG_pt1 ... a,l.bl . bm e

Além disso, dado uma palavra W = a; ... a, seu comprimento |W|, e sua magnitude (n°

de 1's) |W],, sao definidos por,
Wi=n e |[W|,=#{iel,...,n:q =1}

Definicao 1.2.3. Chamamos de sistema dindmico discreto o par (X, f), onde X € um
espaco métrico e f : X — X uma aplicacao. Além disso, dado um ponto xo € X temos

que:
1. A sequéncia
{zo, 21 = f(x0), 22 = fz(mo), cosy = fM(x0), ...}

¢ denominada orbita do ponto zy e é denotada por { f™(x¢) }nen, onde fi(xq) denota

a i-ésima iterada da aplicagao f sobre o ponto xy.



2. Se f(xg) = xo, entao xy € dito um ponto fizxo da aplicagao f e neste caso sua orbita é

a sequéncia constante

{.ﬁEo,l’o, A T }

3. Dizemos que xo € um ponto periddico de periodo n da aplicagao f se f™(xo) = xo para

algum n € IN. Note que a drbita de um ponto periddico de periodo n tem a forma
{%, L1y Tp-1,20,T1- -+, Tn-1,20, - - }

Se xg € um ponto periodico de f, dizemos que xy possui periodo minimo n sen € o
menor inteiro positivo tal que f"(xg) = xo. Um ponto fizo é um ponto periddico de

periodo n = 1.

Podemos interpretar z;, como um estado inicial em X e z, = f"(zy) como
o estado futuro no tempo n, ou seja, ry evolui no espagco X sob aplicagoes
sucessivas da lei dinAmica f. Nesse sentido, estudar a dinadmica f é entender a
evolucao de cada estado inicial.

O ntmero de rota¢ao R*(a) de um ponto a € Y5, introduzido na Defini¢ao 1.2.2, é na
verdade atribuido a érbita do ponto a sobre ¢ quando consideramos o sistema dinamico
(32, 0). Tal atribuigao faz sentido devido ao resultado a seguir, que mostra que o nimero

de rotagao de um codigo simbolico é invariante por o.
Afirmacao 1.1. Seja a € Xy e suponha que R*(a) existe. Entio, R™(o(a)) = RT(a).

Demonstracao: Por definicao temos que,
R*(a) = lim 1 En a; e R(c(a))= lim ! En Ajy1-
n—>oon,1] n—>oon'1‘7
]: J:

Assim, pondo para cada n € N

n

1 1 —
b, = — : L= — e 1.7
SDoa; e e n§ (L.7)

j=1
segue que

R(a)= lim b, e R"(o(a))= lim c,. (1.8)

n—oo n—0o0
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Mas, por 1.7, para cada n € N temos que

a An+1
b, = — — +c,.
n n

Agora, como a sequéncia {a, }nen € limitada e 1/n — 0 quando n — oo temos que

. . . An41 . a .
lim ¢, = lim b, + lim — lim — = lim b,.
n—o0 n—o0 n n—oo 1 n—o0

Logo, por 1.8 temos que R*(o(a)) = R (a).
|

Vale um resultado inteiramente analogo ao da Afirmagao (1.1) com respeito ao nimero
de rotagao R~ (a).

Devido ao resultado anterior, dado a € X, algumas vezes, nos referiremos a R*(a)
(resp. R~ (a) ) como sendo o nimero de rotagao simbolico para frente (resp. para tras) da
orbita {07(a)};en. Uma orbita simbolica para a qual existe seu ntmero de rotagao para
frente (resp. para tras) serd chamada de orbita simbolica rotacional para frente (resp.
para tréas), ou simplesmente, 6rbita simbdlica rotacional.

A seguir apresentaremos alguns conceitos de uma dinamica diferenciavel (hiperbolica).

Definicdo 1.2.4. Sejam U C IR¥ aberto e f : U — R* wma aplicacio diferencidvel.
Um ponto p € dito ponto fixo hiperbdlico para [ se p for ponto fizo de f e df (p) nao tem
autovalores sobre o circulo unitdrio. Se p € um ponto periodico de periodo n, entao p é

ponto periddico hiperbdlico se df™(p) nao tem autovalores sobre o circulo unitdrio.

Se uma aplicacao f possui um ponto peridédico hiperbélico p de periodo n,

podemos classifica-lo de trés formas:

1. Dizemos que p é um atrator, ou ponto peridédico atrator, se todos os autovalores de

df™(p) tém modulo menor que 1.

2. Dizemos que p é uma fonte, ou ponto peridédico repulsor, se todos os autovalores de

df™(p) tém modulo maior que 1.

3. Dizemos que p é uma sela se df™(p) possuir pelo menos um autovalor com moédulo

maior que 1 e outro com médulo menor que 1 .
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(Veja Definigao 6.2, p.215, [3])

Teorema 1.2.1. (Hartman-Grobman). Sejam A C R* aberto, f : A — R* um
difeomorfismo C' sobre sua imagem e p € A um ponto fixzo hiperbdlico de f. Entao,
existem vizinhancas U de p em A e W de 0 em RF, e existe um homeomorfismo h -

U— W tais que
ho f=df(p)oh.

(Veja, por exemplo, Teorema 8, p.286, [10])

O Teorema (1.2.1) diz que o comportamento da dinaAmica f nas proximidades do ponto
fixo hiperboélico p pode ser compreendido através do estudo dindmico da transformagao
linear df (p) : R¥ — IR* nas proximidades do ponto h(p). Ao longo deste trabalho, fare-
mos uso continuo deste resultado, e estaremos interessados em estudar o comportamento
dinamico de difeomorfismos definidos em um anel fechado A C IR? que possuem um ponto
fixo hiperbélico do tipo sela. Veremos que a dinamica dada por tais difeomorfismos sao
complicadas quando existem os chamados pontos homoclinicos rotacionais a estes pontos
hiperbolicos. Para definirmos a no¢ao de um ponto homoclinico rotacional a um ponto
fixo hiperbélico p, precisaremos introduzir dois objetos de importancia fundamental, a
saber, as variedades estavel e instavel em p. O Teorema (1.2.2) a seguir nos permitira

definir tais objetos.

Teorema 1.2.2. Sejam A C IR? aberto e p € A um ponto fizo tipo sela de f : A — IR?.

Entao, existe € > 0 e uma curca C!

v:(—€€) — IR?

tal que:
L y(0)=p
2. v/(t) #0.

3. 7/(0) € um autovetor instdvel para df (p).

4. v ¢ f~! invariante.
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5. f(v(t)) — p quando n — oc.

6. Se ||f~"(q) — p|| < € para todo n >0, entao q = ~(t) para algum t.

(Teorema 6.5, p.217, [3]).

A curva v dada pelo Teorema 1.2.2 é chamada de variedade instavel local de
p e é denotada por W} (p). Vale um resultado semelhante ao Teorema 1.2.2 trocando
a palavra instavel pela palavra estavel no item 3 e —n por n nos itens 5 e 6, este
teorema resulta na definicao da variedade estavel local em p, a qual serd denotada
por Wg (p). Essencialmente, W} (p) e W _.(p) sao curvas regulares passando por p que
tém a propriedade de que quaisquer pontos sobre estas curvas tende a p sob iteragoes
para tras, respectivamente, para frente da aplicacao f e seus vetores tangentes em p sao

autovetores da matriz jacobiana df (p).

Wi.(p)

Wit.(p)

Figura 1.1: Variedade estavel local e variedade instavel local de um ponto hiperbélico p.

Definigao 1.2.5. Sejam A C IR? aberto, f: A — IR? e p € A um ponto fizo hiperbélico
de f. Supondo que v, seja a variedade instdvel local em p, a variedade instéavel em p,
denotada por W¥(p) € definida do sequinte modo,

W (p) = J ().

n>0

De modo andlogo, se s € a variedade estdvel local em p, entao definimos a variedade

estavel em p por,

wep) = J ().

n>0
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Definicao 1.2.6. Suponha f : A C IR* — IR? tenha um fizo hiperbélico p. Um ponto
q # p € dito ser um ponto homoclinico a p se g € W"(p) N W*(p).

Definicao 1.2.7. Sejam 11 : A —s A uma aplicagao de recobrimento e f : A — A uma
aplicacao continua. Uma aplicagao F' - A —s A ¢ dita ser um levantamento de f com

respeito a Il se o sequinte diagrama for comutativo.
A—L-A
Hl o (o

Definigao 1.2.8 (Ntimero de Voltas). Sejam z € R* e v : [0,1] — IR* um caminho
fechado tal que z ¢ Im(vy). Considere a aplica¢ao
¢: 0,1 — St

_ )=
7 (t) = 2|’

e seja E: [0,1] = R um levantamento de & para o recobrimento universal do circulo. O

t = ()

numero

(7, 2) =¢&(1) — £(0)
€ um inteiro que coincide com o numero de voltas que o caminho 7 realiza ao redor do

ponto z quando t varia no intervalo [0, 1].

O numero 7 definido anteriormente nao depende da escolha do levantamento E nem

da parametrizacao de v, desde que preserve a orientacao.

Proposicao 1.2.1. Se f € Homeo(A) € homotdpico a identidade, entao F : A—5Ac¢

um levantamento de f se, e somente se, vale a igualdade
F(&+mn,9) = F(Z,9) + (n,0)
para todo (T,7) € Ae para todo n € 7.

Seja F' um levantamento de f em Ae no um numero inteiro fixado. Definindo

Fno(iag) :F(fag)+(n070) (19)
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temos pela Proposigao (1.2.1) acima que F,,, é um levantamento de f. Além disso, decorre
da mesma proposigao e da igualdade (1.9) que F' é tinico a menos de translagoes por um
fator n na primeira coordenada do recobrimento universal. Mais especificamente, todos
os levantamentos de f sao da forma F), para algum n € Z.

Agora estamos em condicoes de definir um objeto que tera um papel fundamental no
estudo que estamos interessados em realizar, a saber, os chamados pontos homoclinicos
rotacionais.

Considere o cilindro A = S x [a,b] e 0 seu recobrimento universal A = IR x [a, b],
onde S' € IR? é o circulo centrado na origem de raio 1 ¢ 0 < a < b < co. Note que A é
homeomorfo a um anel fechado em IR?, por este motivo, as vezes nos referiremos a A como
sendo um anel sem fazer mais comentarios a respeito do homeomorfismo ai existente.

Deste ponto em diante, f : A — A denotarid um difeomorfismo de classe
C'! homotopico a identidade em Homeo(A) e F : A — A um levantamento de f

em A.

Definicao 1.2.9. Suponha que f : A — A tenha um ponto homoclinico q a um ponto

fixo hiperbolico p.

1. Dizemos que q € um ponto homoclinico transversal a p se, a intersecao da va-
riedade instavel local em p com a variedade estavel local em p que define o ponto
homoclinico q ocorrer de forma transversal, isto €, se os vetores tangentes a estas
variedades no ponto q nao forem paralelos. Denotaremos o conjunto dos pontos

homoclinicos transversais a p por

W*(p) h W*(p).

2. Sejam m el 0s menores inteiros positivos tais que

q € [{(Wi(p) N f™ (Wi (p))-

Se o conjunto

FWiae®) U f7" (Wike(p)) U {p}
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contém um caminho fechado vy, homotopicamente nao trivial, e tal que n(v,z) =
K, dizemos que q¢ € uwm ponto homoclinico a p K-rotacional e a sua orbita
€ dita uma orbita homoclinica K-rotacional. No caso em que K = 1, dizemos
simplesmente que q € um ponto homoclinico a p rotacional e sua orbita € dita uma

orbita homoclinica rotacional.

Wi.(p)

FH

Figura 1.2: A esquerda, ¢ é um ponto homoclinico a p transversal rotacional. A direita,

g ¢ um ponto homoclinico a p transversal nao rotacional.

Definicao 1.2.10. Dado x € A, chamamos de nimero de rotagdo de = para frente

com respeito a aplicagao f ao nimero p*(x) definido por,

pH(z) = lim 2 [T 0 F™(F) — 1, ()] (1.10)

n—oo N

desde que o limite (1.10) exista, onde T € 117 ().
De modo semelhante, o nimero de rotagdo para tras do ponto x com respeito a

aplicacao f € definido por,

() = lim I, 0 F"(3) — I, ()], (1.11)

n—oo N

sempre que o limite (1.11) ezistir.

Note que a Defini¢ao 1.2.10 de fato estd bem posta, pois se g € II"!(z) for qualquer

outro representante de x em A temos que existe m € Z tal que, § = Z + (m,0). Logo,



16

Jim % M0 F"(5) —Th(7)] = lim % [T, o F™(Z + (m,0)) — I, (Z + (m, 0))]
~ lim % T, (F™ (&) + T1 (m, 0) — T4 (&) — Ty (m, 0)]
1 i ~
= nh_}rgo E [Hl(F”(a:)) - Hl(x)} :

Analogo para o limite 1.11.

O ntmero p*(x) definido anteriormente é chamado de namero de rotacao para frente
do ponto x € A, pois representa o niimero médio de voltas dadas pelo ponto x em torno
de A a cada iteracdo para frente da aplicacdo f. De modo analogo, o namero p~(z)
representa o numero médio de voltas dadas pelo ponto z em torno de A a cada iteragao
para tras da aplicacao f. Ao longo do texto, sempre que nos referirmos ao nimero de
rotacao de um determinado ponto entenderemos o seu nimero de rotagao para frente,
o qual denotaremos simplesmente por p(z). Resultados envolvendo nimeros de rotagao
para tras serao devidamente especificados. Quando for necessario sermos mais especificos a
respeito da aplicagao segundo a qual estamos tomando o nimero de rotagao, denotaremo-
lo com subindices, por exemplo, ps(x) denota o nimero de rotacao para frente do ponto
x com respeito a aplicagao f.

Mediante a Defini¢ao 1.2.10 e os comentérios anteriores, o conjunto R(f) definido a

seguir é chamado conjunto de rotagdo da aplicagdo f
R(f)={aeR;FJxecA e plx)=a}l

Observagao 1.2.2. A noc¢ao de nimero de rotagcao e consequentemente de conjunto de
rotagao apresentadas anteriormente nao sao intrinsecas do anel e podem ser definidas em
contextos mais gerais. FEstudar o conjunto de rotacao de uma aplicagao representa por
st $O algo interessante, pois em wvdrias situacoes pode-se obter informacoes importantes
a respeito do comportamento da aplicagao conhecendo propriedades do seu conjunto de
rotagcao. Por exemplo, o conjunto de rotacao de uwm homeomorfismo do anel é sempre

fechado, além disso, uma dindmica do anel que possui um conjunto de rotag¢ao com interior
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nao vazio possui infinitos pontos cujas orbitas sao periodicas ([4]). E possivel mostrar
também que o conjunto de rotagao associado a uma aplicagao € um invariante topoldgico,
ou seja, se duas aplicagoes sao conjugadas por um homeomorfismo, entao estas possuem

o mesmo conjunto de rotagio ([2]).



Capitulo 2

Principais Resultados

Neste capitulo, demostramos os resultados mais importantes do trabalho, a saber, os
Teoremas (2.1.1), (2.1.2) e (2.2.1). Tais resultados mostram que um difeomorfismo no anel
que possui um ponto homoclinico transversal K- rotacional a um ponto fixo hiperbdlico,
tem caracteristicas interessantes, tanto do ponto de vista dindmico, quanto do ponto de
vista topologico. Com efeito, o Teorema (2.1.1) garante a existéncia de uma ferradura
de Smale (conjunto totalmente invariante homeomorfo ao espaco de dois simbolos onde
a dindmica é conjuda ao shift) nas proximidades do ponto fixo hiperbélico, a qual, pelo
Teorema (2.1.2), possui um intervalo de rota¢ao nao trivial. Por sua vez, o Teorema (2.2.1)
relaciona a complexidade dindmica da ferradura com seu caréter rotacional, fornecendo,
para cada valor irracional escolhido no intervalo de rotacao, incontéveis conjuntos de
Cantor, disjuntos e invariantes, cujo niimero de rotagao ¢ exatamente o valor escolhido
no intervalo ([5]). Na prova dos Teoremas citados, utilizamos amplamente dindmicas

simbolicas no espago s.

2.1 Ferradura Rotacional e Intervalo de Rotacao

O principal objetivo desta se¢ao é construir uma aplicagao em A denominada ferradura

rotacional e mostrar que esta possui um intervalo nao trivial como conjunto de rotagao.

Teorema 2.1.1. Suponha que f : A — A tem um ponto fizo hiperbdlico p com uma orbita

18
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homoclinica transversal K— rotacional. Entdo, existe um conjunto de Cantor nao errante
A C A, um inteiro N, um subconjunto A C A e um homeomorfismo h : AN — 3, tal
que

™ o =hloooh. (2.1)

Além disso, A e AN podem ser escolhidos de modo que a sequéncia a = h(x) reflita o

comportamento rotacional de x, mais especificamente, para cada x € AN temos

K

plx) = T R(h(x)) (2.2)

desde que o limite que define p(z) ezista. Se p(x) nao existe, o mesmo ocorrerd com

R(h(z)).

Demonstracao: Primeiramente, construiremos o conjunto de Cantor AY. Fixe um
ponto ¢ na 6rbita homoclinica e tome uma vizinhanca U de p suficientemente pequena

(conforme o Teorema 1.2.1). Sejam k e [ os menores inteiros positivos tais que,
geV=fU)nfHU).
Note que ajustando U, se necesséario, podemos garantir que:
1. V tem apenas uma componente conexa.
2. As imagens f7/(V) sdo duas a duas disjuntas se —[ < j < k.

3. [7YV) e fH(V) estao contidos em U e sua intersegdo é apenas uma componente

conexa contida em U.

Sejam

We=w4pnVv e W =W?3p)nV
contendo ¢. Pelo A- Lema (Lema 7.1, p.142, [9]), temos que
FW) — Wi (p) e [(W?*) — Wi (p)

quando j — co. Assim, temos que f¥(V) e f7/(V) sdo faixas finas em U praticamente
paralelas as variedades W} .(p) e W} .(p) respectivamente. A figura 3.9 (a), a seguir,

resume este argumentos.
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(a)

Figura 2.1: Construcao das faixas V; e H;.

Sejam V; € f7Y(V) e Hy C f*(V) faixas paralelas as variedades Wj _(p) e Wi.(p)
respectivamente, tais que Vi N Hy # ¢ (figura 3.9 (b)). Agora, escolha uma faixa Vy C
U de modo que W .(p) e Wg.(p) sejam ambas fronteiras de Vj com Hy N'Vy # ¢, e
suficientemente fina na direcao de W*(p) para que tenhamos f*™(Vo)NVi # ¢ e f7(Vp) C
U para 0 < j < k + 1. Assim, tomando N = k + [ e pondo Hy = fV(V;), temos duas
faixas V;, i = 0, 1, tais que ambas as imagens H; por fV intersectam Vj e V.

Figura 2.2: Faixas Vj, Vi, Hy e Hy com suas respectivas intersecoes.

Estamos agora em condicoes de construir os conjuntos A e AN,
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Na figura (2.2), considere os quadrados Q;, i = 1,2, 3,4. Por construgao, Hy = f~(Vp),
segue que as imagens dos quadrados Q; e @, por fV sdo as faixas FIH0 e F2H° em Hy

respectivamente.

Hy
Gy

Figura 2.3: Primeira etapa da construgao de um conjunto de Cantor sobre W} (p).

De modo analogo, as imagens dos quadrados Q4 e Q3 sdo as faixas FJ"' e Fj™" em H,

respectivamente.

Hy
Fl

Hy
Gy

Hy
FQ

Figura 2.4: Primeira etapa da construgao de um conjunto de Cantor Wj _(p).

Note que o resultado obtido na iteracao dos quadrados Qq, Qs ¢ Q3, Q4 por fV ¢ a
eliminacdo das faixas G1° e GJ'* de Hy e H, respectivamente. A eliminagdo das faixas
G{I ' ¢ o primeiro passo da construgao de dois conjuntos de Cantor sobre W (p), corres-
pondendo & eliminacao do terco médio na construgao classica do conjunto de Cantor no
intervalo [0, 1] (p.55, [7]).

Agora, iterando os quadrados Q4 e @ para tras usando f%, obtemos as faixas Flv Le
F2V ''em V1, ou seja, excluiremos a faixa G¥1 de V;. De modo anélogo, iterando os quadrados
Q2 e Q3 para tras usando fV, obtemos as faixas F\'° e F)°, o que equivale a excluirmos

de Vj a faixa GY°.
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F‘f _____________ Fh F)o FYo
| GVlI | GVO

Figura 2.5: Primeira etapa da construgao de dois conjuntos de Cantor sobre W} .(p).

Como no caso anterior, a eliminacio das faixas GY° ¢ G}* de V; e Vi respectivamente,
constitui o primeiro passo da construcao de dois conjuntos de Cantor sobre W} (p). Assim,
ao iterarmos os quadrados @, Q2, Q3 e Q4 para frente e para tras utilizando f%, ou seja,

limi . Vo Vi Hy Hy . . ~
ao eliminarmos as faixas G{°, G|, G'°, e G|'', temos a primeira etapa da construcao de

um conjunto de Cantor em U.

Wige(P)
L H B B
Cs G
Gy GV
B B
Cf G{fo

Figura 2.6: Primeira etapa da construgao de um conjunto de Cantor em U.

O conjunto de Cantor em U obtido pela continuacao do processo descrito anteriormente
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sera denotado por AV, o qual por construcao é dado por
AV = (O} x C}) U (CF x C3) U (Cg x CF) U (C5 x C),

onde os conjuntos C7 e C}

77

i = 1,2, sao os conjuntos de Cantor sobre W} (p) e W.(p)
respectivamente, obtidos pela exclusao das faixas GY°, GY1, GHo e G em V;, Vi, Hy e
H, respectivamente, para todo n € IN, vide figura (2.6).

Note que cada uma das faixas GV e GHi i = 0,1, sdo na verdade 2" /2 faixas disjuntas
para n > 1, sendo 2" o ntimero de seguimentos obtidos na n—ésima etapa da construgao

do conjunto de Cantor classico no intervalo [0,1]. Além disso, pelo modo como definimos

o conjunto AV temos que,
[o.¢]

A= () (YU, (23)

Jj=—00
Considerando em A" a métrica induzida de IR* é possivel mostrar (p.212, [5]) que a

aplicacao h : AV — 3, definida por

0 se fN(x) eV,

hy(x) = |
1 se fiN(z)eW

¢ um homeomorfismo (denominado itineréario de ) que conjuga o e f o isto é, o seguinte
A
diagrama ¢ comutativo:

AN IS AN

| o |
22?22

Assim, temos uma descricao simboélica da dinamica f restrita a A,
fN)=(htoooh)(z) VreAV.

Agora, vamos mostrar que escolhendo-se um levantamento adequado de f, a igualdade
(2.2) com respeito ao conjunto de rotagio ¢é verificada para todo x € AN,

Como motivagao a escolha de tal levantamento, considere o ponto p. Sabemos que
f7(p) = p para todo j € Z, logo f’(p) € V, para todo j € Z e portanto, h(p) = (0,0)>,
donde segue que R(h(p)) = 0.
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Desta forma, para que a igualdade (2.2) seja satisfeita no ponto p, é suficiente encon-
trarmos um levantamento F' de f que tenha p como ponto fixo, sendo p € A um ponto
na pré-imagem de p por II.

Seja G um levantamento de f arbitrariamente fixado, pela definigao (1.2.7) temos

I(G(p)) = f(L(p)) = f(p) = p =(p),
o que implica
G(m = ﬁ—i_ (nla O>7
para algum n; € Z. Portanto, pela Proposi¢ao (1.2.1) temos que
é um levantamento de f em A e além disso, F(p) = p. Assim, utilizando o levantamento
(2.4), segue que
p(p) = 0 = R(h(p)).
Vamos mostrar que para este mesmo levantamento, a relagao (2.2) é valida para todo
r e AN,
De fato, tome z € A e suponha que p(r) exista. Entao, dado ¢ > 0,IM € IN tal que,

J > M implica

1 L N €
3 (e P (@)~ (@) — pla)| < 5.
Por outro lado, temos que
(I, o FN9)(3) = T (Z) + m; + oy (2.5)

para algum m; € IN e para algum «; € [0,1). Logo, para j > M temos

m; + a; €
_ ¢ < —
N pla)| <5
e portanto,
m; € 1
"’ A 7 R i

Assim, podemos escolher jo € IN tal que, j > jp implica

< €. (2.6)
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Agora, por 2.5 e pela definicao de .&, temos que m; é exatamente o nimero de voltas que
realiza em torno de A em Nj iteradas de f. Finalmente, usando o fato de que {f7(q)};ez

é uma orbita homoclinica K-rotacional segue que,

e por (2.6), 7 > jo implica

Donde segue,

|

Dado z € A, a conjugacdo 2.1, a relacao rotacional 2.2 e a Afirmagao (1.1), implicam
que cada ponto da 6rbita { f/V(z)},;en possui ntimero de rotagio para frente igual a p* ().
Por este motivo, as vezes, nos referiremos a p*(x) como sendo o ntimero de rotagao para

frente da orbita {f7"(z)},en. (Anélogo para p~(z).)
Teorema 2.1.2. Suponha que f : A — A tenha uma orbita homoclinica transversal
K -rotacional a um ponto fixo hiperbolico. Entao verificam-se as sequintes afirmagoes:

(i) O congunto R(g) contém um intervalo fechado nao trivial I.

(ii) Para cada o € T existe um conjunto incontdvel A7 C A tal que p*(z) = « para todo

r e

(iii) Para cada o € I existe um conjunto incontdvel A, C A tal que p~(x) = a para todo

reN,.

(iv) Eziste um conjunto incontdvel D C A tal que se x € D entao, p*(x) e p~(x) nao

existem.

Demonstragao:
Ao longo desta prova, denotaremos por g a N-ésima iterada de f, onde N € IN é dado

pelo Teorema (2.1.1).
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(i) Mostraremos que I = [0, K/N] C R(g). Comecemos inicialmente mostrando que
todo nimero racional em [ estd no conjunto de rotacao de g. De fato, seja r/s € I NQ

irredutivel e tome qualquer palavra simbolica G tal que,
|G| =Ks e |G|, =Nr.

Note que Nr < K para todo r/s € INQ. Em seguida, considere o ponto a = (G, G)> €

Yo, segue que R(a) = Nr/Ks, e pela relagao rotacional (2.2) temos que

K r

p(l‘a) = NR<G> - ; )

onde z, = h™1(a). Logo, r/s € R(g).

Para concluirmos o item (i) deste teorema resta mostrarmos que todo nimero irraci-
onal em [ também estd em R(g). Até o término da prova, enumeraremos as coordenadas
de pontos que pertencem a Y» com indices superiores para evitar ambiguidades.

Escolha arbitrariamente oo € I — Q, e seja (7, )neny Uma sequéncia de racionais em [
tal que,

rn, — a quando n — 00.

Para cada n € N, escolha a,, € ¥4 tal que,

Nr,
P

R(a,) = (2.7)

Como ¥, é compacto, existe uma subsequéncia (bn)neN de (an)neN que é convergente,
digamos para um ponto b = (b*)rez € ¥y Além disso, para cada termo b, desta sub-
sequéncia, seja t, o correspondente termo da sequéncia (r,),en satisfazendo (2.7). Como
(tn)nen € uma subsequéncia de (7,,)nen € claro que ¢, — « quando n — oco. Finalmente,

pondo x, = h™1(b) temos por (2.2) que,
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K
p(zp) = NR(b)
K ' 1 n—1 i
=y dm ) b
k=0

Logo, a € R(g) e portanto, I C R(g).

Para justificar a passagem 2.8 vamos mostrar que

n—1 n—1

1 1
m ( Lim — ) 0% ) = lim ( lim — ) bf .
n%@hgﬂjﬂﬁhgﬂ

De fato,



n—1
. k
Agora seja u = lim — g b”, entao é suficiente mostrarmos que

Mas,

n—1
JL%(%Zb?>—M - JL%Z‘?’“—JL%”Z“

n—1

1
= lim =) (bF — ")

n—oo 1
k=0
e como b¥ — b¥ quando j — oo, existe jo € IN tal que,

1
j>j0:|b§—bk\<§

Assim, para j > jo temos que

-1

1 k

Jw Z 4 -
k=

Portanto, resulta de 2.10 que

n—1
1

j>]0:>hm (E b?)—u—()
k=0

n—1
: : 1 k
s [JE& (; 2 bj) - N] -

logo,

provando 2.9.

. 1n71 1
P < i 2 1 =V < i Z—k—g&ro-
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(2.10)

(ii) Escolha « € [0, k/N] arbitrario, logo existe = € A tal que p(z) = a. Agora, pelo

Teorema (2.1.1) temos que
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onde h(z) = (a;)jez € {0,1}%. Lembrando que o conjunto {0, 1}" é incontavel, para cada
(bj)jen € {0, 1} consideremos a sequéncia ¢ = (¢;)jez € {0, 1}% de definida por,
aj se j7>0
;=1 "’ = (2.11)
bj se j7<0
E claro que R(h(x)) = R(c). Agora, pondo z. = h~'(c), temos novamente pelo Teorema

(2.1.1) que
ple) = 2 R((r) = R(M(2) = pl).

Como hé incontaveis maneiras de construir os pontos da forma x., definimos o cunjunto
AT (a)) como sendo o conjunto de todos os pontos x. dados por 2.11. Donde segue o
resultado desejado.

(iii) A prova deste item é anéloga a do item (ii).

(iv) Sejaa = (T, W) € X5, onde T e W representam permutagoes de todas as possiveis
palavras de zeros e uns de comprimentos 1,2, 3, .... Fazendo T = W, um exemplo de uma

tal sequéncia simboélica é dado tomando

W = ( (1) } 020 021 120 121 OSO 021 010 ),

(onde os subindices sao os respectivos comprimentos das palavras) e considerando
a = (T,W) = (...00011000100100011000...). (2.12)

Mostraremos que o nimero rotagao das sequéncias simbolicas a = (7, /) néo existem, e
uma vez que ha incontéveis pontos a desta forma, pois ha incontaveis permutacoes T e
W, concluiremos a prova deste item.

Sejam a = (T, W), b = {b;}jez € X2 e € > 0 arbitrariamente fixados. Dado k € N,
pela defini¢io do ponto a, existe j(k) € N tal que a sequéncia simbolica {c;};ez = 07*)(a)

satisfaz a seguinte condigao:

cj=>b; se —k<j<k.
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Assim, temos que

. = |ej — byl
o = 3 st

j=—00
—k—1 k 00

B cj — by lc; — by lc; — by
> S > 20 > 20
J=—00 j==kK Jj=
—k—1 00

|CJ|+|bj’ |CJ|+|b]’

<> S > o

j=—o00 Jj=k+

= (2.13)

e portanto, tomando k suficientemente grande segue que d(c?*)(a),b) < ¢, ou seja, a

orbita {07 (a)}jen € densa em 3y, Agora, pela conjugagao 2.1 temos que
@ (x)=(htodloh)(z) VaeAY,

e pondo z, = h™'(a), segue da densidade {07 (a)};en em Xy que a orbita {¢/(x,)}jen €
densa em AN,

Sejam G : A — A um levantamento de g com respeito a uma aplicacao de recobri-
mento I' : A —» A, e #, um representante de z, em A. Tomando gel H (AM)ee>0
arbitrariamente fixados, seja M = V; N B(7, €), onde V5 é uma vizinhanga de § escolhida
de modo que I'|  é um homeomorfismo sobre sua imagem. Agora, como {¢’(z,)}en

Yy

denso em A", existe j; € N tal que ¢/*(z,) € I'(M), e portanto, ' (¢’ (z,)) € M. Mas,
g (wa)) = T~ (" (T(24))) = G™(Za),

donde concluimos que a 6rbita {G7(Z,)}jen ¢ densa em T (AY).



31

> <)
e

9 (2a)

Figura 2.7: {G7(%,)};en é densa em I'"H(AN).

Finalmente, note que se uma sequéncia {«a;};en de ntimeros reais ¢ densa em algum
subconjunto de IR, entdo o mesmo ocorrerd com a sequéncia {c;/j}jen. Assim, temos
que a sequéncia

HURICERE NERIEFES
¢ densa em IT; (AY), e portanto nao existe p(Z,), o que implica por 2.2, que R(a) também
nao existe, como queriamos demonstrar.

Conclui-se de modo analogo que nao pode existir o numero de rotagao R~ (a) de um
ponto a = (7,W), e portanto, por 2.2, o mesmo ocorre com p~ (z,). O conjunto D

procurado é entao definido por
D={z,=h"a);a=(T,W)}
|

Observacao 2.1.1. Note que os mesmos argumentos utilizados para concluir 2.13 no
item (iv) do Teorema 2.1.2, mostram que o conjunto dos pontos de AN cujas orbitas sao
periodicas com respeito a g € denso em AV, o que justifica a Observacao 1.2.2. Bem como

o fato de R(g) ser um conjunto fechado, neste caso um intervalo.

2.1.1 Terminologia e Modelo Geométrico

Os dois resultados anteriores fornecem a existéncia de uma ferradura de Smale no

anel com um intervalo de rotagao nao trivial denominada ferradura rotacional do anel.
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Na prova do Teorema (2.1.1), a figura 2.2 mostra que a aplicagao fV (ferradura) contrai
verticalmente a faixa Vi C U e a expande horizontalmente resultando na faixa Hy C U.
Por outro lado, como g € W*(p) m W*(p), o modo como construimos a faixa V; mostra
que um ponto em V; di uma volta em torno de A e chega a H; a cada iterada da
ferradura. A seguir, temos um modelo da ferradura rotacional, onde B é uma faixa entre
Voe Vi, U =VoUBUYV;, Ré&uma regiao anelar em A dada pelas linhas tracejadas e
HoU fN(B)UH U fY(R—U) ¢ a imagem desta regido anelar pela ferradura.

Figura 2.8: Um modelo da ferradura rotacional.

2.2 Rotacao Rigida Irracional e Conjuntos de Cantor

Minimais

Nesta secao, utilizaremos a rotacao rigida irracional sobre S! para construirmos sequén-
cias simbolicas, através das quais obteremos conjuntos de Cantor em 5 com um compor-
tamento rotacional bem determinado. Tais conjuntos de Cantor serao fundamentais para

os propositos do capitulo 3, no qual estudaremos as 6rbitas de f que preservam orientacao.
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Para cada a € (0,1) — Q, considere a rotacio rigida em S! definida por

To St — St
r = e27ri0 ; Toé(l’) _ 627ri(19+a)‘

Fixando ¢ € (0,1 — a], seja P,(c) a partigao de S! dada pelos arcos

/M@:mmLBWﬂ:Fm+%%Aﬂd:k+%ﬂ—%»BMﬂ:P—%J>WZM)

Agora, para cada « € (0,1) — Q, cada x € S!, e cada ntimero real ¢ € (0,1 — o], podemos

construir uma sequéncia simbolica a,(z, c) € X9 definida por,

0 se 7l(x)€ Ag(c)U Ai(c)

a)(z,c) = .
1 se 1(x) € By(c) U Bjy(c).

Analogamente, considerando a partigao P! (c), dada por

%@zm@,zm@=@¢+g,/m@:@+%g_g,zm@:Q_%@,

podemos construir, para cada x € S, a sequéncia simbélica a/,(z, c¢) € Xy definida por

ai(z,c) =

Figura 2.9: Partigoes P’ (c) e P,(c) de S'.
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Note que nos casos particulares em que ¢ = 0 e ¢ = 1 —«, cada parti¢ao contém apenas

dois arcos, a saber:
Pa(0) = {Bo(0), AL(0) U B1(0)} e Pl —a)={B;0),A41(0) U Bj(0)}.

Po(l—a) = {A¢(1—-a), By(1—a)UB(1-a)} e P, (1—a) = {A)(1-a), Bj(l—a)UBj(1-a)}.

No capitulo 4, voltaremos a falar sobre o caso em que ¢ = 1 — a, pois ele esté estritamente
relacionado a existéncia de o6rbitas de f que preservam orientacao.

Para cada o € (0,1) — Q e ¢ € [0,1 — «) fixados, considere o seguinte conjunto
Qu(c) = {aa(r,c) : x € S} U{d, (z,c) : z € S'}.

Provaremos a seguir que os conjuntos 2, (c) possuem varias propriedades interessantes,
tanto do ponto de vista da Teoria de Conjuntos como da Teoria de Conjunto de Rotacao.

Para isso, precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 2.2.1. Sejam o € (0,1) —Q e c € [0,1 — a) entdo, sao verdadeiras as sequintes

afirmagoes.
(a) x =y se, e somente se, a,(x,c) = ay(y,c).
(b) © =1y se, e somente se, a.(x,c) = al (y,c).

Demonstragao: Provaremos apenas o item (a), a prova do item (b) é analoga.
Se x = y, entao trivialmente temos a,(x,c) = a,(y, ¢).

Reciprocamente, suponha que dados z,y € S! tenhamos

ao(z,¢) = aq(y, c).

Vamos mostrar que = = y.
De fato, suponha por absurdo que = # y, segue que existe € > 0 tal que |z — y| = €.

Agora, tome

z' € Ag(e) U Aq(c) tal que Y =2’ + |z —y| € By(c) U Bi(c)
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e ainda 2’ e y distem ¢/2 do ponto de fronteira mais proximo de A;(c) ou B;(c), conforme
o caso. Como a sequéncia {r"(x)},cz ¢ densa em S' para qualquer x € S', existe N < oo

tal que

N

€
« )

(z) — 2| < 1

|r
e como a distancia ’T{;(ZE) — r’;(y)’ entre as imagens de x e y é preservada pela rotacao
rigida, temos que

N

|ra (y) - y/| < E

4

Portanto,
ra () € A(c)UAi(c) e 1(y) € Bo(c)UBi(e)

N

o que implica aY (z,¢) = 0 e a¥ (y,c) = 1, contrariando nossa hipotese. Logo = = y.

Lema 2.2.2. Para cada o € (0,1) — Q e c € [0,1 — «) fizados, temos

lim a0(.¢) = an(y.c) e lim d)(z,c) = d\(y.c).
z—yT Ty~

Demonstracao:

Devemos mostrar que o limite da funcao

g (0,1) — 22
r > g(x) =au(z,c)

¢ igual a g(y) quando z — y™, ou seja, que g é continua a direita.

Dividiremos esta prova em dois casos:
o ycint(Ai(c)) ou y€int(Bi(c)), parai=1,2.
Dado qualquer k € N, existe 6 > 0 tal que se
lr —y| <0 e In| < k
entao, r(z), " (y) pertencem ao mesmo arco da partigdo P,(c) para cada n, logo,

ag(x,c) = ag(y,c) se |n| <k
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Dessa forma, temos que,

%M%%%@@):.XIW@@_W%)

241
j=—00
_k—
T 0 - 9] o)~ ad(s,0)
= D o] + 0]
j=—00 j=—k
a2 (z,c) — al (y, )]
+ D o]
j=k+1
k1
al (x,c)| + |al (y, c |, (x,c)| + |al,(y, c)]
< > o] Z o
Jj=—00 j=k+1

IN
\'M
2

B 1
T 9k-27
portanto,
1
d(aa(xv 6)7 aa(y7 C)) S W

Assim, dado € > 0, existe k € N tal que, 1/2871 < ¢, e pelo que fizemos anteriormente,

existe 0 > 0 tal que,

|z —y| < 0 = d(aa(z,¢),aa(y,c)) < <€

2k—2

ou seja,

|z —y| < 0 = d(g(7),9(y)) <e
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Logo, g ¢ continua em int(A;(c) U B;(c)), onde i € {1,2}.
e yec A={0,c,c+%,1-2}

Note que qualquer que seja y € A, existe € > 0 tal que, o arco (y,y + €) esta in-
teiramente contido em algum dos arcos A;(c) ou B;(c), conforme a escolha de y, onde
i€ {1,2}.

Assim, dado um inteiro k > 0 podemos encontrar § > 0 tal que,
r€(y,y+9) e |n|<k= al(z,c)=al(y,c)

e a prova segue exatamente como no caso anterior.

Lema 2.2.3. Dado o € (0,1)—Q ec € [0,1—a), Q4(c) € um conjunto de Cantor minimal

sobre o.

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que €2,(c) é minimal com respeito a o,
ou seja, ,(c) & invariante sobre o, fechado em ¥, e toda 6rbita {0 (b) }rez de um ponto

b e Qu(c) & densa em Q,(c).
e (2,(c) é invariante com respeito a o.

Por definicao,

g 22 — 22
(2.15)

a = (an)nGZ — O'(CL) - (anJrl)nEZ.
Devemos mostrar que o(a) € Q,(c) para todo a € Q,(c). Assim, é suficiente mostrarmos

que os conjuntos
G={an(z,c): xS}y e H={d/(z,c):xeS"}
sao invariantes por o.

Tomando a € G segue que a = a,(r,c) para algum = € S' onde,

0 se 7l(z) € Ag(c) U Ai(c)

ol .c) = .
1 se 1(x) € By(c)U By(c).
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Logo,
o(a) = (af(z, 0))jez = (a(ra(x), 0))jez = (da(ra(z), c)),
e como r,(z) € S', segue que o(a) € G e portanto G é invariante com respeito a o.

Analogamente prova-se a invariancia de H sobre o, portanto €,(c) é invariante com

respeito a o.
e O,(c) é fechado em Y.

Mostraremos que ),(c) é compacto, e como todo compacto em um espago métrico é
fechado seguiré o resultado.

Seja {ba (i, ¢) }ieny uma sequéncia em Q,(c). Como S é compacto, a sequéncia {x; }ien
possui uma subsequéncia {y; }ien que converge para um ponto y € S'. Note que podemos
tomar a subsequéncia {y; }ien convergindo lateralmente para y € S'.

Afirmamos que a subsequéncia {b,(y;, ¢) }ien de {ba(x;, ¢) bieny converge em €, (c).

De fato, supondo que {y; }ien converge a y pela direita, temos pelo Lema (2.2.2) que

yh_>12+ ba(Yi; ) = ba <yh_)H;+ Yi, C) = ba(y, )
donde segue a compacidade de Q,(c).
Note que nossa suposigao de que {y; }ien converge a y pela direita é inofensiva, pois se

{yi }ien converge a y pela esquerda a conclusao ainda segue do Lema (2.2.2).
e Orbitas de pontos de €,(c) sobre o sdo densas em €2,(c).

Sejam a = (a;)jez € Qa(c) e € > 0 arbitrariamente fixados. Queremos mostrar que dado

b= (bj)jez € Qul(c) existe ky € N tal que,
d(c*(b),a) < e. (2.16)
Assuma que a = aq(y,c) e b = by(z,c), onde z,y € S'. Por definicao,
ot (b) = (b (z,¢))jen Yk € Z.

Assim, por 2.16 queremos encontrar ky € N tal que
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= Y@, ) — al(y, o]
H

<€

j=—o00

— bj+k0 ) - {1 ) = bj+k0 ) - gé )
& Z | (z CQ)J. aa(y C)’+Z’ (z c>2j ()| <e (2.17)

j:—oo j=0

Vamos mostrar que existe kg € N com a propriedade 2.17.

Suponha que y € int(A;(c)UB;(c)), i = 1,2. Logo existe § > 0 tal que I' = (y—6,y+9)
esté contido em A;(c) ou B;(c), ¢ = 1,2, conforme o caso. Agora, dado k € IN e ajuntando
I se necessério, temos que 74 (u) e rl (y) pertencem ao mesmo arco A;(c) ou B;(c), i = 1,2,
para todo u € T" e para todo j € Z tal que |j| < k.

Por outro lado, {r(x)};ez € denso em S', logo existe ky € Z tal que

ko
(7

[rko(z) —y| <6

e portanto, it (z) e 7J (y) pertencem ao mesmo arco A;(c) ou B;(c), i = 1,2, para todo
J € Z tal que |j| < k.

Tomando k& de modo que

<e (2.18)

segue que,
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, 2]
j=—o00
= R e) —dl(y )| o [P 0) — al(y, o)
o 9—j 213l
j=—o00 j=—k

+ 5

j=k+1

[P0 —al(y. )] | o [P0 ) — al(y. o)
— A + ‘

9—J 2171

j=k+1 =+l

> 2
<> 5

j=k+1

Donde conclui-se que {(07(z));}jez é denso em Q,(c).

Se y € {O,C,c—i— 51— %}, tomamos ¢ > 0 de modo que I' = [y, y + J) esteja contido
em A;(c) ou B;(c) conforme o caso, e a prova segue da mesma forma.

As provas nos casos em que a = (a,(z,¢)) e b = U, (y,¢), a = (as(x,¢)) e b =
bl (y,c), e finalmente, a = (a/,(x,¢c)) e b = b,(y, ¢) também seguem de forma anéloga, pois
por definigao, estas sequéncias so diferem nos pontos extremos dos arcos que definem as
partigdes P(c) e P’'(c), sendo portanto, sempre possivel obter ky com a propriedade 2.17

em qualquer um dos casos.
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Lema 2.2.4. Existe um conjunto incontdvel M C (0,1 — «] tal que, se c,d € M e c #d,

0s conguntos de cantor Q,(c) e Qu(d) sao disjuntos.

Demonstracao: Note que, fixando-se arbitrariamente z, ¢ € S' e tomando

d=1—c—a e y:x+%—l—d. (2.19)

temos a,(z, c) = a,(y, d), resultando que

Qu(c) N Q4 (d) # .

De fato, pela nossa escolha de y e d em 2.19 temos as seguintes particoes de S!:

Pu(c) = {Ao(c), Bo(e), Ai(¢), Bi(c)} e Pald) = {Ao(d), Bo(d), Ar(d), Bi(d)}

onde
Ap(c) =10,¢) Ap(d) =[0,1 —c— )
Bo(c)::c,c+%> Bo(d)::l—c—oz,l—c—%>
Aie) = c—l—%,l %) A(d) = [1—c %,1 %)
Bi(c) = 1—%,1) Bi(d) = 1—%,1)
Assim, tomando j € Z temos que,
al (z,c) =1l (x) = (z + ja)mod 1 (2.20)

e novamente por 2.19 segue,



al,(y,d) = r}(y)
; !
— 1— __>
ra(:c—l— c 5
« .
:(x—l—l—c—§+ja>m0d1
:((x—l—joz)—l—l—c—%)modl

= (rj(q;)a —c— %) mod 1

Agora, supondo que 77 (z) € Ag(c), segue que 0 < 77 (z) < ¢ e portanto,

—c—%<a£(y,d)<c—c—%
S T

(0% . 8]
Slec——<d(yd<1l-—=
c 2_%(1/,) 5

iaé(ya d) € Al (d)

e portanto,

al(y,d) =0 =di(v.c) VjeL.

Os casos em que 77, () pertence a By(c), A1(c) e By(c) sao analogos.

Assim, supondo d # 1 — ¢ — «, vamos mostrar que se d # ¢, existe € > 0 tal que

d(aj(aa(x,c)),at(aa(y,d))) >e¢ Vr,yeSteVjteZ.

42
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Sejam z,y € S! arbitrariamente fixados e suponha sem perda de generalidade que
d > c. Escolhendo § > 0 de modo que d — ¢ = 26 e pondo V = Ay(d) N By(c), como as
orbitas {r’ (z)}jez e {rl(y)} ez sao densas em S', cada 6rbita entra em V infinitas vezes.
Assim, sendo N = N(J) o nimero méximo de iteradas entre qualquer duas visitas dessas

orbitas a V', e como em qualquer dessas visitas temos que
! (2) € Ao(d) N By(c),

as sequéncias simbolicas {a”(x, ¢) }nez € {al(y, d) }nez deferem pelo menos uma vez a cada

N simbolos, e portanto,
. 1 .
d(o?(an(x,c)), 0" (an(y,d))) > N Vit € Z. (2.21)

O mesmo argumento se aplica para as sequéncias da forma {a,,"(z, ¢) }nez.

Pela desigualdade 2.21, temos que os conjuntos de Cantor Q,(c) e ,(d) estao a uma
distancia positiva um do outro e portanto sao disjuntos. O conjunto M procurado é entao
definido por

M=0,1-c—a)U(l—c—a,1—aqal.

Lema 2.2.5. Seja b € Q,(c), entao RT(b) = R~ (b) = a.

Demonstragao: Tomando b € Q2,(c), suponha que b = {a/,(x, ¢)} jez para algum x € S'.
Seja {p;j/q;}jen a aproximagao racional de o dada por fracoes continuas. Para cada j € N,

a Orbita periodica {r! , (z)};en consiste de ¢; pontos, os quais particionam S' em arcos

"pi/a;
de comprimento 1/¢; de modo que I(ag;/2) £ 1 estd em By(c), e I(ag;/2) £ 1 esta em
Bi(c) (vide Definigao 2.3.1). Logo, a frequéncia de 1's nas sequéncias a,, /. (z,c) esta
limitada por a — 2/q; e a+2/q;, isto &,

aq +2
- E ap, /q; (T, C) ]q (2.22)
j

Fazendo j — oo em 2.22 temos que R (b) = a. O mesmo argumento vale para o nimero

de rotacao R~ (b).
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Teorema 2.2.1. Suponha que f : A — A tem um ponto fixo hiperbdlico p e seja q €
W (p)NW?#(p) um ponto homoclinico transversal K—rotacional. Entao, existe um inteiro
N < oo tal que, para qualquer v € [O, %] — Q existem incontdveis conjuntos de Cantor

A, C A disjuntos e invariantes tais que,

plz) =~v=p (z) VreA,.

Os conjuntos de A, = A, (u) podem ser parametrizados (com alguma redundancia) por

w e (0,1].

Demonstragao:

Seja v € [O, %] N Q arbitrariamente fixado, segue que a = ’y% € (0,1) N Q. Pelos
Lemas (2.2.3), (2.2.4) e (2.2.5), o conjunto §2,(c) ¢ um conjunto de Cantor para cada
c € (0,1 —a] tal que,

RY(b) =a= R (b) Vbe Q.(c).

Assim, pondo 1 = ¢/(1 — «) para cada ¢ € (0,1 — «], segue que
Nioy g1 N
AY (1) = h(@u(e)) € A (2.23)

¢ um conjunto de Cantor no anel A, pois h ¢ homeomorfismo entre AN e X3 . Além disso,

segue de 2.23 e do Teorema (2.1.1) que
pr(x)=v=p(z) VoelAl(n).
Finalmente, como f é um homeomorfismo, temos que
N-1
M) = £ (MY (w)
=0

sao conjuntos conjunto de Cantor com as propriedades requeridas quando p varia no

intervalo (0, 1].
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2.3 Um Método Geométrico para Construir Orbitas

Simbolicas Rotacionais

No Teorema (2.1.1), mostramos que o comportamento rotacional de érbitas da ferra-
dura se reduz ao estudo de érbitas simbolicas sobre o shift em >y mediante a conjugacao
2.1 e a relagao rotacional 2.2. Nesta segao, apresentaremos um método simples e efici-
ente para construir sequéncias em >, com nimero de rotagao previamente escolhido em
[0,1]. Além de recuperar os conjuntos de Cantor €2, (c) construidos na se¢ao anterior, este

método nos permite dar uma demostracao bem mais enxuta do Teorema 2.1.2.

Definigao 2.3.1. Dado x € R, chamamos de parte inteira do nimero xz, denotado por

I(x), ao maior inteiro menor ou igual a x.

Fixado-se arbitrariamente o € (0,1) e tomando d € [0, 1), para cada n € Z, defina

Pi(d) = I(ja + d). (2.24)
Agora, considere a sequéncia (u?,(d));jez definida por
p(d) = Pi(d) — PI(d) Vj €L (2.25)

A igualdade (2.24) nos da uma interpretagao geométrica da sequéncia (i (d))nez, para
cada n € Z, i/ (d) representa a diferenca entre as partes inteiras das imagens sucessivas

de j e j — 1 dadas pela reta no plano com inclinagao « e coeficiente linear d.
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! / y=oaxr+d
3 L J
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i @
d /
2 ] o 1T 2 3 73 5
‘/‘

Figura 2.10: Os pontos representam os termos da sequéncia P?(d) para cada j € Z.

Mostraremos a seguir que fixado o € (0,1) e d € [0, 1), a sequéncia (17, (d));ez estéa em
Yo e possui nimero de rotagao . Antes de provarmos este fato vejamos alguns exemplos.
As colunas da tabela a seguir fornecem os vinte primeiros termos da sequéncia 2.25
para cada escolha « e d. Note que para « racional, digamos p/q, os termos parecem
sugerir uma orbita g-periédica e com p uns em cada palavra de comprimento g, o que
resultaria em uma o6rbita com numero de rotagdo p/q. Veremos mais adiante que isto de

fato ocorre.
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Vinte primeiros termos da sequéncia 1/ (d)
J | hys(0) | 1 (m/4) | aidys(1/4) | 1l 5(0) | 4 ,(1/2)
1 0 1 0 0 0
2 0 0 1 1 1
3 1 0 1 1 0
4 0 1 0 1 1
) 1 0 1 1 0
6 0 1 0 1 1
7 0 0 1 1 0
8 1 0 1 1 1
9 0 1 0 1 0
10 1 0 1 1 1
11 0 1 0 0 0
12 0 0 1 1 1
13 1 0 1 1 0
14 0 1 0 1 1
15 1 0 1 1 0
16 0 1 0 1 1
17 0 0 1 1 0
18 1 0 1 1 1
19 0 1 0 1 0
20 1 0 1 1 1

Afirmagao 2.1. Sejam « € (0,1), d € [0,1) e (u,(d));ez como em (2.25). Entao, valem

as sequintes afirmagoes.
(a) pl(d) € {0,1} para todo j € Z, e portanto, (ul/(d))jez € So.
(b) Sen >0, entio P"(d) — P%(d) € exatamente a quantidade de algarismos “1” nas

entradas de 1 até n de (i (d))jez. De modo semelhante, se n < 0, entdo —P"(d) —

PY(d) € a quantidade de algarismos “1” nas entradas de n + 1 até 0.
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Demonstragao:

(a) Note primeiramente que qualquer que seja 2 € IR temos que
I(z) — I(x —a) € {0,1}. (2.26)

De fato, fixado = € IR, existe v € [0,1) tal que, z = I(x) + 7. No caso em que v > «
temos que:

Iz —a)=I1(I(x)+y—a)=I(z)
pois, 0 < v — a < 1. Por outro lado, se tivermos v < « segue que:
Iz—a)=1(I(x)+v—a)=1I1(z)—1

uma vez que —1 < v — a < 0. Em ambos os casos, segue 2.26.

Agora, tome j € Z arbitrariamente fixado, segue que
p(d) = I(aj +d) — I(ej +d — ),

tomando x = o + d em 2.26 segue o resultado.
(b) Provaremos este item por indugao sobre n. Consideremos inicialmente n > 0.

Para n = 1 temos,

uL(d) = PL(d) — P2(d) = I(a +d) — I(d) = I(a +d)

«

assim, se a+d < 1 segue que p! (d) = 0. Por outro lado, se a+d > 1 temos que pl(d) = 1.
Logo, (a) vale para n = 1.
Agora, supondo que P%(d) — P%(d) seja o niimero de 1's nas entradas de 1 até k de

(1 )nez, vamos mostrar que o mesmo ocorre para n = k + 1. De fato,

PM(d) = I((k + 1)a +d) (2.27)
assim, pondo z = ka + d, existe v € [0,1) tal que, x = I(z) + ~, logo por 2.27

PM(d) = I(I(x) + v+ a). (2.28)
Se v+ a < 1, segue de 2.28 que

PytH(d) = I(x) = Py(d),
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k+1

donde segue p"1(d) = 0, e portanto, P1(d) — P%(d) é o ntimero de algarismos “1” nas

entradas de 1 até k + 1 da sequéncia (ul(d))nez. Por outro lado, se v + o > 1, por 2.27
temos que

PMYd) = I(x) + 1= P*d) +1,

logo, pf*1(d) = 1, resultando que P*"!(d) — PY(d) é o ntimero 1's desde o termo u (d)

«

k+1
o

até o termo u "' (d) da sequéncia (u(d))nez.
Considerando agora n < 0 e tomando x = —(k+ 1)a na demostracdo do caso anterior,
prova-se que — P’ (d) — P%(d) é exatamente a quantidade de 1’s desde o termo u/"!(d) até

o termo p2(d) da sequéncia (u?(d))nez.-

|
Corolario 2.1. Dados a € (0,1) ed € [0,1), seja a = (1,(d))jez. Entdo, R(a) = a.
Demonstragao: Pelo item (b) da Afirmagao (2.1) temos que,
1< Pr(d
R(a) = lim = pk(d) = lim ﬁ. (2.29)
Mas, por (2.24),
0<ja+d—P(d)<1
e portanto,
—d Pi(d) 1-d
— < a-— — < ,
J J
logo,
Pi(d
lim ald) _
J—00 ]
A conclusao agora, segue de (2.29).
|
Agora, fixando-se a € (0, 1) considere o seguinte conjunto
Eo = {(pp(d))nez : d € 0,1)}. (2.30)

De modo analogo definimos o conjunto E*, de todas as sequéncias simbolicas a = (p?,(d)) ez

dadas por (2.25) tais que d € (0,1]. Note que o nimeros de rotagao de tais sequéncias
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também existem, pois, neste caso,
0<ja+d—Pl(d)<1

e com argumentos analogos aos do Corolario (2.1) prova-se que R(a) = a. Dessa forma,
dado a € (0,1) definimos
E,=E,UE".

O proximo resultado mostrara que para todo « € (0,1) — Q o conjunto Ea coincide
exatamente com o conjunto de Cantor €,(1 — «) construido na se¢ao anterior.
Proposigao 2.3.1. Seja a € (0,1) — Q, entio E, = Q4(1 — a).

Demonstracao: Considere a € (0,1) — Q arbitréario fixado. Por defini¢ao,
Qo (1 —a) = {ag(z);z € S'YU{d, (z);z € S'} C X
onde, para cada = € S*, a,(x) = (!, (z)) ez tal que,
, 0, se r(z)eA=[0,1—a
al(x) = ,( ) | ) (2.31)
1, se rli(r)eB=[l—a,l).
Analogamente para a/,(x), onde substituimos A por A" = (0,1—a] e B por B’ = (1—a, 1].
Para provarmos a proposigao mostraremos que

E,={as(r);z €S'} e E*={d (v);x €S} (2.32)

Primeiramente, pelo Lema (2.2.1), cada elemento a,(z) € Q,(1 — «) é unicamente deter-

minado por z. De modo analogo, cada sequéncia (i, (d))jez € E, onde,
ph(d) = I(joo+d) = I((j — 1)a + d) (2.33)

¢ unicamente determinado por d € [0,1).

Assim, considerando a fungao bijetora v : [0,1) — S* definida por

l—a+d, se del0,a)
V(d) =
d— a, se dE€ [a,l),
mostraremos que,

ph(d) = al(v(d)) Vj € Z.

Fixemos arbitrariamente j € Z.
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I Caso: d€0,q)
Suponha inicialmente que 77 (v(d)) € [0,1 — «), segue que a < ja+d < 1, e portanto,
Ia+d) — 1((j - o+ d) = 0 = i (d)

Por outro lado, temos por 2.31 que a/,(v(d)) = 0, logo, 1, (d) = a’(v(d)) neste caso.
Agora, suponha que 7/, (y(d)) € [1 —, 1), segue que 1 < ja+d < 1+ a, o que implica
que
I(ja+d) = I((j — Da+d) =1 = p(d).
De modo analogo, resulta de 2.31 que a’,(y(d)) = 1, e portanto, a igualdade p’ (d) =

al(v(d)) permanece verdadeira.
IT Caso: d € [a, 1)

Como no caso anterior, se r/(v(d)) € [0,1 — «), entao por 2.31 a’ (y(d)) = 0. Por

outro lado, 77 (v(d)) € [0,1 — a) implica, o < ja + d < 1, donde segue que
I(ja+d) = I((j = Da+d) =0 = (d).

Finalmente, se 1/ (y(d)) € [1 — «, 1), temos por 2.31 que @/, (y(d)) = 1. Mas, neste caso,
1 <ja+d<1+ a, e portanto,

I(ja+d) — I((j — Do+ d) = 1 = i, (d).

Assim, concluimos que F, = {a,(7);z € S'}, a segunda igualdade em 2.32 ¢ mostrada
de forma analoga.

Corolario 2.2. Para todo o, B € I existe um conjunto incontdvel A, g C A tal que se,

r € Ny entao, Pyn (x)=ace p;—N(iL’) = .

Demonstragao: Fixados a e § em I, note que s = Na/K e t = NfB/K pertencem
a [0,1], onde N e K sdo dados pelo Teorema 2.1.1. Agora, tomando dy,dy € [0,1)

arbitrariamente fixados e pondo

—

Way gy, = (A (dv), 1] (da)) jen,
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temos pelo Coroléario 2.1 que R~ (wg, 4,) = s ¢ R (wq, 4,) = t, donde segue pela relagao

rotacional 2.2 que
pi(xdth) =a € p+($d1,d2) = B?

sendo x4, 4, = h™'(wg, 4,). Finalmente, deixando d; e dy variar em [0, 1), basta definir

Aaﬂ = {$d17d2 : dl,dg S [0, 1)}



Capitulo 3

Orbitas Birkhoff

Neste capitulo estudaremos oOrbitas da ferradura que preservam orientacao, dando
especial atencao as orbitas Birkhoff. Mostraremos também que sobre certas hipdteses
orbitas homoclinicas implicam a existéncia de 6rbitas rotacionais que preserva orientagao,
Teorema (3.2.1). Finalizamos o capitulo caracterizando as orbitas Birkhoff da aplicagao

de duplicagao em S! ([1]), as quais implicam a existéncia de 6rbitas Birkhoff de f (]5]).

3.1 Ordem Ciclica e Orbitas que Preservam Orientacao
Dada uma terna de pontos a,b,c € S', a # b # ¢, a notacao
a<sb<sc, (3.1)

indicara que, ao percorrermos S! no sentido anti-horéario partindo do ponto a, encontrare-
mos primeiramente o ponto b e logo depois ¢, antes de completarmos uma volta retornando
ao ponto a (vide figura 3.1). Note que b <, ¢ <s; a e ¢ <4 a <, b tém exatamente o mesmo
significado que 3.1, e portanto, <, nao é uma relacao de ordem em S!, indica apenas a

ordem ciclica dos pontos.

93
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Figura 3.1: Ordem ciclica dos pontos a, b, c € S'.

Na definicao a seguir, X denotard o anel A ou o circulo S*, e X os respectivos recobri-

mentos universais IR x [a, b] ou IR, conforme o caso.

Definigao 3.1.1. Seja £ : X — X,

(i) Dizemos que uma orbita {&(x)}jen preserva orientagdo em X, se para qualquer levan-
tamento E de & e quaisquer dois pontos v,z € {Ej(@)}jeN a implicagao for verdadeira
() < IL(2) = IL(§(9)) < L(§(2)).
(Sendo a projecao 11y ignorada quando X = S'.)

(ii) No caso em que X = S', dizemos que a drbita {£(x)}jen preserva a ordem ciclica
se para quaisquer pontos a,b,c € {&(x)}jen o0s pontos &(a),&(b),&(c) possuem a

mesma ordem ciclica que a,b,c, isto €,
a<sb<;c=¢(a) <s §(b) < &(o).
Uma oOrbita periddica que preserva orientacao em X é chamada érbita Birkhoff.

Exemplo 3.1.1. Considere aplicacao

(3.2)
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onde t € [0,1). Tomando ty = 5/31 e t; = 7/31 as drbitas obtidas por 1 possuem 0s

sequintes termos respectivamente

. 5 .10 .20 .9 18 7 14 .28 .25 19
{627”%7 627rz§7 eZﬂzﬁ7 62777,5’ 6271'15} e {62mﬁ’ eQTrzﬁ’ eQTrzﬁ’ €2Wlﬁ, e27rzﬁ} )

VP (to) U0 (to) (1)
wl(to) : ___________ 3 3

P (to)

() (b)

Figura 3.2: Representagao geométrica das orbitas {4 (to)}jez e {¢?(t1)}jez.

Note que a érbita em (b) nao preserva a ordem ciclica, com efeito, ¥°(ty) <, ¥'(tg) <s
V2 (tg) e i (ty) <5 V3(to) <s ¥2(to). Jd a orbita em (a) é bem ordenada ciclicamente,
pois todas as 10 possiveis ternas de pontos na orbita mantém a mesma ordem ciclica apos

uma iteracao de .

Como ¢ 6bvio, torna-se inviavel checar todas as possibilidades de ternas de pontos em
uma Orbita para garantir se esta preserva ou nao a ordem ciclica. A aplicagdo em 3.2 é
denominada aplicacao de duplicacao e sera utilizada outras vezes ao longo do capitulo.
Para esta dindmica, veremos mais adiante, que o fato de uma 6rbita preservar a ordem
ciclica esta intimamente ligado & existéncia de semicirculos em S! que contenham a 6rbita,
além disso, mostraremos neste caso, que os itens da Definicao 3.1.1 sao equivalentes, ou

seja, a 6rbita em (a) na figura 3.2 é uma orbita Birkhoff em S'.

Observagao 3.1.1. (i) Em algumas ocasioes, utilizaremos os espacos T e S' de maneira

conveniente, mais especificamente, trabalharemos como se fossem o mesmo espago,
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isto simplificard algumas provas e tornard a notacao mais enzuta. Do ponto de vista
topologico nao teremos prejuizo algum, pois como vimos no Ezemplo 1.1.2 estes
espacos sao homeomorfos. Também serd inofensivo no que diz respeito a obtenc¢dao
de orbitas Birkhoff, uma vez que o homeomorfismo 1.3 mantém a ordenacdo de

ternas de pontos nestes espacos, no sentido que:

Dados t; < ty < t3 em T, temos que \(t1) <s A(t2) <s A(t3). Reciprocamente, dados

a<sb<scemS! temos que A7 a) < A7H(b) < A7(e).

(ii) Note que as classes de equivaléncia de T sao conjuntos unitdrios, exceto [0], motivo

pelo qual cometeremos o abuso de notacao escrevendo t € T em vez de [t] € T.

A proxima proposigao mostra que o item (i) da Definigao 3.1.1 é de fato uma con-
dicao necessaria para que uma Orbita preserve orientacao no circulo, qualquer que seja a

dinamica envolvida.

Proposicao 3.1.1. Se {£/(z)};en preserva ordem em S', entdo esta orbita também pre-

serva a ordem ciclica.

Demonstragao:
Suponha por absurdo que {&/(x)};en nao preserve a ordem ciclica, isto ¢, existem

pontos y, z, w € {&(x)};en tais que,
y<r<w e &) <Ew) <) (33)

Agora, considere como aplicacao de recobrimento a projecao candnica

r»- R — St

T o— D) =[7],

(vide Exemplo 1.1.2) e tome um levantamento E de £ com respeito a I'. Restringindo I
de maneira apropriada ¢ possivel tomar z = I'"!(2) e w = I'"!(w) de modo que Z < w0, e
além disso,

£(2) = (T ogol)(2) =T71((2)) = £(2) (3.4)
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§() = (I 0 € o T) (i) = I (£(w)) = (w). (3.5)

Segue de 3.3,3.4 e 3.5 que £(w) < £(Z), contrariando o fato de que {&’(x)};en preserva a

ordem em S!.

=

Figura 3.3: Uma orbita que nao preserva a ordem ciclica nao pode preservar orientacao

em S!.

|
O resultado seguinte diz que a reciproca da Proposi¢ao (3.1.1) é verdadeira para a

aplicagao de duplicacao .

Proposigao 3.1.2. Se a orbita {4’ (x)};ez preserva a ordem ciclica, entdo esta também

preserva orientacao.

Demonstracao:
Considere a aplicacao de recobrimento
r- R — st
T — I(2) =e?,
e suponha por absurdo que exista um levantamento @Z : IR — IR de ¢ e pontos g,z €
{11(%)} ez tais que,
§<z e 9z <9 (3.6)
Note que Z — g ¢ Z, com efeito, como @Z é homotopica a identidade, se existisse n € N
tal que Z — y = n, entao

P(2) = (G +n) = (@) +n,
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resultando que ¥ (§) < ¥(3), o que contraria 3.6. Além disso, restringindo conveniente-

mente a aplicagao de recobrimento I' temos que

V(W) = (I o )(e™®) =T 1) =20 Vb € R. (3.7)
Agora, caso Z — ¢y > 1, escolha w € IR de modo que Z —w € N e w —y < 1. Tomando

t € [, W], temos por 3.7 que 1(§) < 1(f) < (1), donde segue que

200 o 20 o ) 2006) o 200 2000

o que contraria o fato da orbita {¢7(x)};ez preservar a ordem ciclica. Logo, {¢7(x)};ez

preserva a ordem.

3.2 Aplicacao de Duplicagao e Ferradura Rotacional

Como ja dito anteriormente, neste capitulo utilizaremos a aplicacao de duplicacao em
S! para estudar érbitas Birkhoff da ferradura rotacional, mas como relacionar estas duas
aplicagoes? Este é o objetivo desta segao.

Seja V§ = U N f~1(U). Tremos supor, sem perda de generalidade, que V; esta contido
propriamente em V, de modo que Vj seja uma faixa mais espessa que Vj na diregao da
variedade instavel, mas que ainda seja disjunta de V;. Para simplificar a notac¢ao, também

iremos supor que V{ intersecta a faixa V) logo na primeira iterada de f.

Vo Vi

Vs

Figura 3.4: Faixas V{j,Vp e V] em U.
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Assim, definindo a aplicacao g : Vj UVy — U por

f(x) se xzeVj

N(z) se zeV;

g9(x) =
e utilizando argumentos analogos aos da prova do Teorema (2.1.1), resulta que o conjunto
N =g (g un) (3.8)
JET
¢ um conjunto de Cantor invariante por g. Dessa forma, fica bem definida a aplicagao

[: N — ¥, que a cada x € A associa a sequéncia simbolica I(x) = {a;(x)};ez, onde

aj(x) = .
’ 1, se ¢'(x)eN.

Logo, temos o seguinte resultado, cuja prova é analoga a do Teorema (2.1.1).
Proposigao 3.2.1. O conjunto A" C U, definido em 3.8, € um conjunto de Cantor

invariante por g el : N — 3y, definido em 3.9, € uma conjugagao topoldgica entre gl

e a aplicacao shift em Yo, ou seja, | € um homeomorfismo tal que,
glar=1"1oool.

Proposicao 3.2.2. Suponha que R(a) € [0,1] eziste para algum a € ¥o. Entao, o nimero

de rotagdo para frente, py(y) do ponto y =1""(a), existe e é dado por

B R(a)
Poy) = (N—DR(a)+ 1’

(3.10)

Demonstracao: Tome a = {a;};ez € X2 e suponha que R(a) € [0, 1] existe. Conside-

rando a palavra Ay = a;...a; para cada k € N, temos que

k—o0

1< | Ag|
= lim = 1y 2kl
R(a) = lim k jE 1 a; khm e (3.11)

Assim, fixando-se k € N, pondo y = [7'(a), e considerando a orbita {¢’(y)};cz, segue
da Proposigao (3.2.1) e do modo como definimos a aplicacdo g que cada 0 na palavra

Ay, representa um ponto na orbita {¢(y)};ez que podera ou nao estar em Vi ap6s uma
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iteracao da aplicacao f. Analogamente, cada 1 na palavra Aj representa um ponto na
orbita {¢’(y)}jez que estd em V; e que dara uma volta em torno do anel A apos N
iteragoes da aplicagao f. Assim, para cada palavra Aj de comprimento k e com |Ay|,
uns, o ponto y dara |Ag|, voltas em torno do anel A apos N |Ay|, + (k—|Ax|,) iteragoes de
f,onde as N |Ay|, + (k — |Agl|,) iteragoes da aplicagao f foram obtidas pondo N iteradas
de f para cada 1 em Aj, mais uma iteracao de f para cada 0 em Aj. Portanto, o nimero

de rotagao de y com respeito & aplicagao g sera dado por,

. ‘Ak|1
—1
po(z) = lim (N = 1) Ay, + &

|Ak|1
L !
= NS4
S

|

Observe que as Proposigoes (3.2.1) e (3.2.2) trazem resultados semelhantes aos do

Teorema (2.1.1) para a aplicacao g. Pela Proposi¢ao (3.2.2), temos que o conjunto de

rotacio de g ¢ [0, 1/N], o qual coincide com o conjunto de rotacio de f¥ quando tomamos
K =1 no Teorema (2.1.2). Além disso, segue de 3.10 que

R(h(x)) = T pg’()lgfl%;((’;()‘f))g?v —y Vo€ AN, (3.12)

Substituindo 3.12 em 2.2 e tomando K = 1 temos que

po(I”" (h(2))) N
Nps(z) = T ) (N =T Ve e AV, (3.13)

A equacao 3.13 relaciona o nimero de rotacao de um ponto z € AV, com respeito

a aplicagao f, com o ntmero de rotagao do correspondente ponto [~!(h(z))) € A’ com

respeito a aplicagao g.



61

3.2.1 Aplicacoes Induzidas

Introduziremos agora duas aplicacoes associadas a g e [, as quais desempenharao
um papel fundamental na prova da existéncia de orbitas de f que preservam orientagao
com numero de rotagao previamente fixado. Chamaremos tais aplicacoes de aplicagoes
induzidas por g e [ respectivamente, e as denotaremos por g e [. Em suas definicoes,
faremos uso do sistema de coordenadas dado pelas variedades estével e instavel do ponto
fixo hiperbdlico p.

Considere a projegao de U sobre a variedade instavel em p definida por

m: U — W4%p) (3.14)

(z,y) — 7(r,y) =2

e ponha,
W=nU) . Wo=ao) , Wy=n(Vg) ., Wi=nr().

Vo Vi

W W
Wi b by

Figura 3.5: Ac@o da projegao 7 sobre as faixas Vj, Ve V4.

Para motivar a definicao da aplicagao g, note que a dinamica g possui uma propriedade
geométrica interessante, a saber, pontos de A’ que estao sobre uma mesma reta vertical
sao levados por g em pontos que também estao em uma mesma vertical. O que garante

este comportamento geométrico regular ¢ simplesmente a definicao da aplicagao g e o
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fato de f ser topologicamente conjugada & sua derivada nas proximidades do ponto fixo
hiperbolico p, Teorema (1.2.1).
Vo Vi

H,
d

a Wé by by WlC

Figura 3.6: A aplicagao ¢ leva seguimentos verticais de Vj UV} em seguimentos verticais

em U.

Assim, considere a aplicacao

. , ,
g: w(AN) — 7w (3.15)
y=m(x) — g(y) =n(g(z)),
onde z ¢ qualquer ponto em 7! (y).

Nosso proposito com a aplicagao ¢ é estudar g horizontalmente ja que esta aplicacao
¢ “bem comportada” verticalmente. Ao colapsar as variedades estéveis (verticais) sob
a variedade instével (horizontal) 7 realiza um quociente sobre A’; identificando todos
os pontos que estao alinhados verticalmente, tal quociente s6 faz sentido mediante o
comportamento geométrico de ¢ indicado na figura 3.6. Note que os seguimentos W} e
W, séo transformados por ¢ no seguimento [a, ¢| (figuras 3.6 e 2.8), além disso, como A’

¢ invariante por g, o conjunto A = mw(A’) é claramente invariante por g e portanto, o

seguimento [by, by] = 7(U) — w(Vy U Vi) é tal que,
[b1,b2] N Im(g) = ¢,

desta forma, podemos desconsiderar o intervalo [by, bs] sem prejuizo algum ao sistema

~

dindmico (g, A). Assim, colapsando o intervalo [by, bs] em um tnico ponto b, temos que o

grafico da dinamica unidimensional g possui o seguinte aspecto topologico.
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Figura 3.7: Representacao topologica do grafico de g.

Mediante ao homeomorfismo 1.3 e a esta representagao do grafico de g, utilizaremos o
abuso de notagao A C S! e consideraremos g: A — A como uma aplicagao definida no
conjunto de Cantor A c S, note que este grafico é topologicamente equivalente
ao grafico a aplicagao de duplicacao 2z (mod 1) em T. Na Secao 3.3, faremos uso
desta representagao topologica do grafico de g de forma mais direta com o intuito de
caracterizar as orbitas Birkhoff desta aplicagao.

Considere a aplicagao

- A — b3y
A (3.16)
z o U(z) ={a;(7)};5,

onde,
0 se ¢’'(x) e W,
1 se ¢’'(z) € Wi.

Observagao 3.2.1. Note que pela Proposi¢iao (3.2.1) § : A—Ace conjugada com o

shift em Yo através do homeomorfismo [:A— %, ou seja,
g(z) =" oool)(x) V&eA.

Afirmacgao 3.1. A aplicacao g : ' — N possui uma drbita que preserva orientacgao se,

e somente se, a aplicagio g : N — A possuir uma orbita que preserva orienta¢ao.
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Demonstragao: Assuma que {¢’(z¢)} ez preserva orientagao, vamos mostrar que o

mesmo ocorre com a orbita {§?(6y) }jez, onde y = 7(xo). De fato, suponha por contradi-

cao que {§’(6o)}jez nao preserva ordem, logo, existe um levantamento G:R— Rdeg

com respeito a uma aplicagao de recobrimento ® : IR — S! e pontos «, 8 € {3’ (70) }jez

tais que,

a<fB e G(B)<Ga).

(3.17)

Agora, considere os pontos y = (a,7,) € 2 = (3,75) em IR x [a,b], onde v, € 7 '(a) e

v € 7 (0) sdo arbitrariamente fixados de modo que y, z € {¢’(2)},ez. Denotando por

gi,t = 1;2, as fungoes coordenadas de g, definimos as seguintes aplicacoes:
I': Rx[a,b] — S'x][a,b]

0,7) = T(0,7) = (2(0),7)

G: Rx[a,b)] — R x][a,b]

Para cada (0,7) € R X [a, b] arbitrariamente fixado temos que,

(goT)(0,7) = g(I'(0,7)) = g(®(0),7) = (9:(2(6),7), 92(2(6), 7)),

por outro lado,

([0 G)(0,7) = T(G(6,7)) = T(G(6), g2((6), 7)) = (P(G(0)), g2(P(0),7)).

Agora, como G é um levantamento de g com respeito a ® temos que

(PoG)O)=(go®)(#) VOE€EIR,

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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logo, substituindo 3.20 em 3.19 segue que,

(ToG)(0,7) = (g0 ®)(0), 92(P(0), 7))

= ((9(®(0)), 92(®(6), 7))

= ((m 0 g)(2(0), y0(9)), 92(2(6), 7))

= (W(gl(@(e)a7@(9))792@(9)7%(9))),92(@(9)77»

= (91(2(0),72(9)), 92(2(0), 7)), (3.21)

onde vp(p) € 7 H(P(0)) (vide 3.15).
Finalmente, como g preserva verticais temos que gi(®(0),vo@)) = 91(®(0),7) e por-

tanto, por 3.18 e 3.25 segue que
(goT)(6,7) = (Do G)(B.7) ¥(8,7) € R x [a,b]. (3.22)

Mediante a igualdade 3.22 temos que G é um levantamento de g com respeito a apli-

cacao de recobrimento I', além disso, decorre de 3.17 que

a< f=mn(y) <m(z) (3.23)

~ ~

G(8) < G(a) = m(G(B), 92 (®(8), 75)) < w(G(a), g2(P(@), 7a))

= m(G(B, 7)) < 7(Gla; 7a))

= 71(G(2)) < 7(G(y)). (3.24)

Assim, obtemos por 3.23 e 3.24 que {¢’(x0)},ez nao preserva ordem, contradizendo nossa

hipotese, logo, a orbita {§7(6p)} ez preserva orientagao.
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Para provarmos a reciproca faremos a seguinte identificacao (0, a) = 0, isto é, tratare-
mos pontos de R x [a, b] que tém a segunda coordenada igual a a como sendo pontos de
IR mediante ao mergulho

v: R — RXJa,b
0 —— (6,a).
Assim, supondo que {§? (o) };ez preserva orientagao e utilizando a invariancia do con-

junto de Cantor A temos para todo J € Z que

gj(eib a’) = (g{(e()’ CL), 95(907 CL))

= (ﬂ-(gj (907 a)a @))

= (¢’ (0o, )

— 3 (00). (3.25)

Logo a orbita {§? (o) }jez preserva orientagao.

Lema 3.2.1. Sejam 21,20 € A e I(x1),[(x3) € By as sequéncias simbdlicas associadas a

estes pontos. Entio, 11 < x se, e somente se, [(x1) < 1(x2).

Demonstragdo: Suponha primeiramente que z; < z» e mostremos que [ (1) < Z(xQ)
Note que o caso em que x; € W) e xo € W; é trivial, pois neste caso, (i(xl))o =0e
(I(22))o = 1, donde segue que () < I(x3). Suponha entdo que x; e x, pertencam ao
mesmo intervalo, W/} ou W;. Como ¢'(z) > 1 para todo todo z € W)U Wy, temos que
existe 7 > 1 tal que ¢’(z;), para i = 1,2, pertencem a intervalos distintos. Assim, seja
jo o menor natural tal que ¢/(z;), para i = 1,2, pertencam a intervalos distintos, entao

como g & crescente em W} U W, temos que 70~ (zy) < g°~'(xy) € Wi, e portanto,

F(z) e WS e §(x2) € WA,
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donde segue que (I());, = 0 e (I(z1));, = 1. Logo I(x1) < I(x).

Reciprocamente, suponha que [ (r1) < [ (x2) e que jo € o menor namero natural tal que

(i(xl))jo =0 e (Z<x2)>jo =1

Logo, ¢%°(z1) € Wy, §%°(z2) € Wy, §7°~ (1) e ¢°~'(x;) pertencem ao mesmo intervalo e
g Y (xy) < g%"Y(xy). Finalmente, como g é crescente, temos que §'(z1) < §'(xs) para
todo 0 <7 < jp, e portanto, x; < ws.

Lema 3.2.2. Sejam o € [0,1] - Q, a € Qu(1—a) ey =" (a), entdo a orbita {37 (y)};en

preserva orientacao e possui numero de rotacao o.

Demonstragao: Sejam x; e x5 pontos da orbita {¢7(y)}jen arbitrariamente fixados e
suponha que x; < xg, pelo Lema (3.2.1),

A~

1y < 2o = U(xy) < 1(23) = o(l(21)) < o(l(x3)).
Afirmamos que g(z1) < g(z2). Com efeito, pela Observagao (3.2.1) temos que
gle) = (Trogol)(m) e glxz) = (I oo ol)(ws),
assim, se §(x2) < g(z1) teriamos,
(IToool)(zy) < (Toool)(x).

Agora, pondo y; = Z_I(J(Z(x,))) € A, parai = 1;2, segue que y» < y1, e pelo Lema (3.2.1),

~

Z(yQ) = Z(Ql) = U(Z(?h)) = U(Z(yl)) = Z(%) < l(z1) = z2 < 21,

contrariando nossa hipotese sobre x; e z5. Portanto, g(z;) < §(z2), donde segue que
{37 (y)}jen preserva orientagao.
O fato de que {§’(y)};en possui ntmero de rotagao a segue diretamente do Lema

(2.2.5) e da Proposicao (3.2.2). [

Lema 3.2.3. Seja @ € N e suponha que a orbita {¢’(x)}jcz preserva orientagdo. Se
para todo y,z € {f’(x)};ez as iteradas fI(y) e f(z) mantém a mesma ordem para todo

0 <j <N, entao a drbita {f7(x)}jez também preserva orientagao.
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Demonstragao: Tome x € A’ e suponha que {¢’(z)},ez preserva orientagao. Vamos
mostrar que {f7(z)},ez também preserva orientagao. Se y,z € {f/(x)};ez NVy € claro
que a ordem de f(y) e f(z) é preservada, pois f = ¢g em Vj. Agora, suponha que
y,z € {f?(2)};ezNV1. Por hipotese temos que f7(y) e f7(z) mantém a mesma ordem para
todo 0 < j < N, donde segue que f¥(y), fV¥(z) € NNV] tém a mesma ordem de y e 2, pois
g(u) = f¥(u) para tudo u € V;. Finalmente, se y € {f7(z)};ezNVy e z € {f/(z)}jezNVi
entdo, f(y) e f(z) mantém a mesma orientagao, pois do contrario, usando a continuidade
da aplicacao f o mesmo ocorreria com pontos da 6rbita homoclinica, contrariando o fato
desta orbita ser bem ordenada.

Teorema 3.2.1. Se f: A — A tem uma orbita homoclinica que preserva ordem e perto
da qual existe uma orbita com numero de rotacao v, entao f tem uma orbita que preserva

ordem com nimero de rotagao 7.

Demonstragao: Dado o € (0,1) — Q e fixando-se arbitrariamente a € Q,(1 — «),
o Lema (3.2.2) mostra que a orbita {¢?(y)};cz preserva orientagao e possui nimero de
rotacdo a, onde y = [~(a) € A. Por outro lado, a Afirmacdo (3.1) e o Lema (3.2.2)
garantem que existe v € A’ com y = 7(v) tal que a 6rbita {¢7(v)};ez preserva orientagao
e py(v) = . Finalmente, pelo Lema (3.2.3) e pela relagao rotacional 3.13, temos que a

orbita {f7(v)};ez preserva orientacao e ps(v) = a. -

3.3 Caracterizacao das Orbitas que preservam Orien-

tacao

Pela Afirmagao (3.1) e pelo Lema (3.2.3), concluimos que para uma orbita {f7(x)};cz
preservar orientagao no anel A ¢ suficiente que a correspondente orbita {g7(7(z))}jez

preserve orientacao em S!. Nesta secao, vamos caracterizar as orbitas de § que preservam
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orientacao utilizando a aplicagao de duplicagao
v: T — T
r > Y(x)=2x(mod 1),

uma vez que o grafico da Figura 3.7 é topologicamente equivalente ao grafico desta apli-
cacao por um homeomorfismo que preserva a ordem das érbitas.

Seja E C T tal que ©)(E) = FE, denotaremos por ¢z a restrigao de ¢ ao subconjunto F.
A proposicao a seguir nos permite dar um primeiro passo na direcao desta caracterizacao,

fornecendo uma condi¢ao necessaria e suficiente para que ¥g preserve a ordem em F.

Proposicao 3.3.1. A aplicacao g preserva ordem em E se, e somente se, E € um
subconjunto de um semicirculo fechado. (Entenderemos por semicirculo fechado qualquer

conjunto da forma, [z,x +1/2] CT, o0s quais denotaremos por C,. )
Demonstracao: Suponha que £ C C, para algum p € T.
I Caso: ;1 €10,1/2)

Tome a,b,c € E coma <b < c. Sea,b,c € [u,1/2) entao, ¥(a) < 1p(b) < ¢(c), pois ¥
é crescente em [u, 1/2), e portanto a ordem ciclica de a,b e ¢ em T é preservada. O mesmo
ocorre para a,b,c € [1/2, u+1/2|. Agora, suponha que a,b € [u,1/2) ec € [1/2, u+1/2],

como 1 & crescente em [u, 1/2), segue que t(a) < ¥ (b). Vamos mostrar que

la) <P(b) <¥(c) ou ¢(c) <ila) <P(b), (3.26)

implicando que a ordem ciclica de a,b e ¢ também ¢é preservada neste caso.

De fato, suponha por absurdo que
P(a) < p(c) < ¥(b), (3.27)
como a,b € [, 1/2) temos que
2p < pla) <4(b) <1,

agora, por 3.27 segue que

2pu < P(e) < 1. (3.28)
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Por outro lado, como ¢ € [1/2, u + 1/2] temos
1<9(c) <2u+1,

o que implica

0 <(c) <2u. (3.29)

A contradicao dada por 3.28 e 3.29 implica 3.26, donde concluimos que a 6rdem ciclica
de ¥(a),1(b) e ¥ (c), neste caso, é a mesma de a,b e c.

Agora, suponha que a € [u,1/2) e b,c € [1/2, u+1/2], como 1) é crescente no intervalo
[1/2, 11+ 1/2) temos 1(b) < 1 (c). Supondo por absurdo que

P(b) <tp(a) <9(c) (3.30)
como b, c € [1/2, u+ 1/2], segue que
1< o) <Ple) <2u+1
e portanto, temos por 3.30 que
1 <¢(a) <2u+1,

donde segue que

0 <(a) < 2u. (3.31)

Agora, como a € [u,1/2) temos que
2p < P(a) < 1, (3.32)
contrariando 3.31. Portanto,
Pla) <9(b) <i(e) ou P(b) <y(c) < Pla),
mostrando que a ordem ciclica de a,b e ¢ é preservada por .

IT Caso: p€[1/2,1)
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Note que neste caso o semicirculo C), ¢ dado por
Cp = (0,1~ 1/2) U, ).

Assim, tomando a < b < ¢ em FE temos que a ordem ciclica destes pontos é preservada
por ¢ quando a,b,c € [0, — 1/2], ou quando a,b,c € [u, 1), pois 1) é crescente nestes
intervalos. Suponhamos agora que a,b € [0, — 1/2] e ¢ € [u, 1), ent@o ¢(a) < ¥(b).

Portanto, se tivéssemos
P(a) <(c) <¥(b), (3.33)
como a,b € [0, u — 1/2] teriamos

0 <(a) <9(b) <2u—1

e por 3.33,
0<(c) <2u—1. (3.34)

Agora, como ¢ € [u, 1) segue que,
2 < P(c) < 2
e como estamos supondo p > 1/2 obtemos
2u—1<(c) < 1. (3.35)
De 3.34 e 3.35 concluimos que
U(e) <¥(a) <¥(b) ou (a) <tp(b) <v(c),

e portanto 1 preserva a orientacao ciclica dos pontos a, b, c.

Finalmente, suponha que a € [0, — 1/2] e b, ¢ € [u,1). Supondo por absurdo que

() < ¥la) <¥(c) (3.36)

como b, ¢ € [u, 1), segue que

2p < P(b) < (c) <2
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e como estamos supondo > 1/2 temos

21— 1< h(b) < b(c) < 1

e portanto, por 3.37 obtemos

2u—1 < ¢(a) < 1. (3.37)

Por outro lado temos que a € [0, u — 1/2] o que implica
0<v(a) <2u—1, (3.38)
logo, por 3.37 e 3.38 temos que

Pla) <p(b) <) ou ¥(b) <¥(c) <Y(a),

donde segue que a ordem ciclica de a,b e ¢ também ¢é preservada neste caso. Isso conclui
a prova da parte “somente se” da proposicao.

Reciprocamente, suponha que ©g preserve orientacao, mas que E nao esteja contido
em nenhum semicirculo de T. Segue que existem pontos a, b, c € E, dois a dois distintos,
tais que a,b e ¢ nao pertencem a nenhum semicirculo de T. Com efeito, dados quaisquer
dois pontos em FE sempre existe um semicirculo em T que os contém. Além disso, os
pontos a, b e ¢, sao dois a dois nao diametralmente opostos, pois caso contrario estariam

em algum semicirculo. Assim, suponha sem perda de generalidade que
a<b<c (3.39)
e considere os semicirculos Co_1/2 = [a — 1/2,a] e C. = [¢,c+ 1/2].

c+

N[ =

Figura 3.8: Ordem ciclica dos pontos a,b,c € E.
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Segue que b € (¢ + 1/2,a — 1/2), e portanto os pontos a,b + 1/2 e ¢ pertencem ao
semicirculo Cy_1 /5. Assim, pela primeira parte da prova, temos que os pontos (a), 1 (b+
1/2),7(c) tém a mesma orientacao que a,b+1/2, ¢, e como 1(b) = ¢ (b+ 1/2), segue que

(a),(b) e ¥(c) tém a mesma orientagao que a,b+ 1/2 e ¢, ou seja,

P(a) < ¢(c) <9(b), (3.40)

vide figura 3.8. Por outro lado, temos por hipotese ¢ preserva orientagao, o que implica
que ¥(a), ¥ (b) e ¥(c) tém a mesma ordem ciclica que a,b e ¢. Assim, por 3.39 e 3.40
concluimos que
bla) < B(B) < v(c) e bla) < ble) < v(b),
que é uma contradi¢ao. Logo, E esta contido em algum semicirculo de T.
|

No Exemplo 3.1.1 temos exatamente a situacao da Proposicao anterior. A érbita em
(a) esta contida em um semicirculo de S! e portanto preserva orientagio, por outro lado,
a orbita em (b) nao preserva orientagao, uma vez que nao existe em S! um semicirculo
que a contém.

Dado z € T, seja B(x) a expansao binaria do namero x, ou seja,

B(z) = (e1(x), e2(2), e3(x), ..., €;(2), ...),

onde ¢;(z) € {0,1} para todo j € Ne

r=3" Ejz(jx). (3.41)

J=1
Escolhendo para cada x € T a representagao binaria de x que possui infinitos zeros, B

define uma aplicagio do circulo T no espaco simbolico positivo X5 definida por,
B: T — X5
z — B(z) = {¢;(@)}jen.
Agora, denotando por ¢ o shift no espago simbolico positivo, isto é, a aplicagao

ATEED I D I

a=(aj)jen = o(a)=(aj11)jen
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temos o seguinte diagrama comutativo

T—-T . (3.42)
Jd o e
Xy —- 23
Ou seja, B é uma conjugacao entre 1 e o.
Para cada x € T a conjugacao B nos permitira definir uma sequéncia em R? denomi-
nada escadaria de x. Primeiramente, fixado x € T temos B(z) = {¢;(z) }sen, agora, para
cada j € IN seja

pi(z) =€ (z) + ... + €;(2),

segue de 3.41 que

Definicao 3.3.1. Dado z € T, considere a sequéncia {(j, pj(x))}jen em R?. A escadaria

do ponto x € definida do segquinte modo:

(i) Se pjy1(x) = p;(x), isto €, €j41(x) = 0, entao os pontos (j,p;(x)) e (j + 1,pjs1(x))

sao ligados por um segmento de reta horizontal.

(ii) Se pj+1(z) = p;j(z) + 1, isto €, se €;41(x) = 1, entao os pontos (j,p;(x)) e (j +
1,p;(x)) sao ligados por wm segmento de reta horizontal, e os pontos (j + 1,p;(z))

e (j+1,pjs1(x)) sao ligados por um segmento de reta vertical.

Exemplo 3.3.1. Tomando x = 4/5, temos que B(4/5) = 0(1100)*, e portanto,

ps(4/5) =2, pe(4/5) =3, po(4/5) =4 pia(4/5) =6.

Logo, a escadaria de x = 4/5 até a posicao j = 12 tem a sequinte forma:
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Figura 3.9: Escadaria do ponto x = 4/5.

Dado p/q € TN Q, o seguinte algoritmo define mais duas escadarias associadas ao

ponto p/q

p; (p/a) = py (p/q) = I(jp/q), se jnao ¢ miltiplo de g
(%)

pi(p/a)=mp e p;j(p/l)=mp—1, seImeZL;j=mq.

As escadarias {(j,p}-Ir (p/q))}jen e {(4,pj (p/q)) }jen, dadas pelos inteiros pj (p/q) e p; (p/q)

definidos em (%), sao denominadas escadarias extremas do ponto p/q € T e sdo construidas

substituindo na Defini¢ao 3.3.1 p;(p/q) por pj+ (p/q), ou p; (p/q), conforme o caso.

Exemplo 3.3.2. Tomando novamente 4/5 € T, as escadarias extremas deste ponto es-
tao representadas a sequir até a posicao j = 12. A escadaria {(j,p;“(p/q))}jeN € obtida
desconsiderando na Figura 3.10 os lados dos quadrados Q;5 que estao abaizo de sua di-
agonal, jd a escadaria {(j,p; (p/q))}jen € obtida da Figura 3.10 desconsiderando os la-
dos dos quadrados @Q)j5 que estao acima de sua diagonal, sendo QQj5 dado pelos pontos

(75, P35(p/4)), (55 + 1, p35(p/a)), (75 + L,pj5(p/a) + 1), (55, pj5(p/q) + 1). Note que para
1 < j <12 os inteiros pj(4/5) e p; (4/5) sé diferem em j =5 e j = 10.
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Figura 3.10: Escadarias extremas do ponto = = 4/5.
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As escadarias extremas de um ponto p/q € T N Q possuem algumas propriedades

importantes, vejamo-las a seguir.

Proposicao 3.3.2. Dado um ponto p/q € T N Q valem as sequintes propriedades:

(a) As sequintes igualdades se verificam para qualquer j € N,

Py (0/a) = vy (0/0) + 0] (p/0) e pgi(p/a) =p, (0/a) +p; (p/a) + 1.

(b) Se para todo j € N definirmos,

& (p/a) = v (p/a) — vy (p/a) e € (p/a) =p;a(p/0) — pj (/a),

entao:

() f(0/0) =€f(p/0) € €5.(p/a) =5 (p/g) Vi€EN,

(ii) € (p/q)

=¢;(p/q) para j=1,..,q—2.

(iii) e 1(p/9) =1, € (p/q) =0, e 1(p/a)=0ce (p/q) =1

Demonstracao:

(3.43)
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(a) Mostremos primeiramente que

Pyi(p/0) = vy (p/a) +py (p/q) VjeN. (3.44)
I Caso: j nao é maultiplo de q.
Neste caso, existem r € N, 1 <r <¢g—1en € NU{0} tais que
j=ng+r, (3.45)
logo, ¢ + j também nao é miltiplo de ¢, e portanto, segue de 3.45 que
Py (0/a) =1 (p +np + %) (3.46)
e Serp/q < 1, entdo
Pyys(P/a) = p 4 np, (3.47)
por outro lado, por 3.45 temos que
o) =1 (na ) =y (3.48)

€ como

ps (/) = p, (3.49)
temos por 3.47, 3.48 e 3.49 que
pei(p/a) =y (p/q) + v} (p/9). (3.50)
e Serp/q>1,entao existe m € Ne 0 < s <qg—1 tal que
rp=mq -+ s, (3.51)

logo, por 3.46 temos que

mq+ s

pqij(p/CJ):I(eranr >=p(n+1)+m.

Por outro lado, segue de 3.45 e de 3.51 que

S
py(p/a) =1 (np+m+ 5) = np+m,

donde concluimos por, 3.49, que a igualdade 3.50 também é verificada neste caso.
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1T Caso: j é mailtiplo de g.
Neste caso, existe m € N tal que 7 = mgq, portanto,
Pl (p/a) = (m+1p e pfp/q) =mp,
donde segue que por 3.49 que
Pyy;(P/9) = py (p/0) + p (p/9)-
Isso prova a primeira parte do item (a), mostremos agora que
Pe+i(0/0) =p, (p/0) +p; (p/@) +1 Vj€EN.
I Caso: j nao é maiiltiplo de gq.
Neste caso, como ¢ + j também nao ¢ multiplo de ¢, temos por (x) que
Pyy;(P/0) = pii(p/0), vy (/) =p; (/) e p,(p/g) =p—1.
Donde segue que,
Py (p/a) +p; (p/9) +1=p—1+p;(p/q) +1=p; (p/0) +p; (p/a) = P ;(p/)-
II Caso: j é maultiplo de q.
Existe m € N tal que j = mgq, e por (%),
Pigp/@)=(m~+1p—1, p/(p/a)=p—1 e p;(p/q)=mp—1,
logo,
P, /@) +p; (/) +1=p—14+mp—1+1=m+1)p—1=p,(p/q9).

Isso conclui a prova do item (a), passemos agora ao item (b).



(i) Tomando j € N arbitrariamente fixado temos pelo item (a) que

€+ (P/9) = Py (P/0) = Pgs; (P/4)

=p/(p/q) +pg (p/a) — p; (/0) — vy (P/9)

=pia(p/a) —pj (p/q)

=€/ (p/q).

De modo anélogo,

€+ (P/ 1) = Dgja(P/0) — gy (0/ )

=pia(p/q) +p, (/@) +1—p; (p/q9) —p, (p/q) — 1

=p;(p/a) — p; (9/9)

=¢; (p/q)-

Isso prova o item (7).

(17) Se j € {1,...,q — 2} entdo, j e j + 1 nado sdo multiplos de ¢, logo, por defini¢do

e; (p/a) = pia(p/a) — pj (p/0)

= p;1(p/0) — p; (p/q)

=¢; (p/a).

(iii) Por (x), temos

79
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o e (p/a) =pf -y =p—l((q—1)§) =p—(p—-1) =1,
'6q+(p/Q)—pqil—pJ—I((qul)g)—p—p—p—O,

B I Y A W
o e, 1(p/a)=p; —pi1=p—1 I((q 1)q>—p 1—(p—1)=0,

. eq(p/q)zpq‘ﬂ—pq=1<(q+1)§) -1 =p-—p+1=1,

completando a demonstracao do item (b).
|
Dado p/q € T N Q, mediante os itens (iz) e (iii) da Proposigao (3.3.2), definimos as

seguintes sequéncias simbolicas:

0, = (€(p/q).eq2(p/0)10)> e 0, = (e1(p/q)---€-2(p/q)01)*, (3.52)

onde ¢;(p/q) denota € (p/q) ou €; (p/q) parai=1,...,q — 2.
Pondo v,/ = €1(p/q)...€4—2(p/q) as palavras

Uprg = 00pg 1 €y =10,,0 (3.53)
sao chamadas de palavras padr&o associadas ao ponto p/q.

Exemplo 3.3.3. No Exemplo 3.53.2, calculamos os doze primeiros termos das escadarias

extremas de x = 4/5, isto €, os doze primeiros termos das sequéncias {(j,p} (4/5))}jen €
{(j,pj_(4/5))}jeN. Seque de 3.43 que

€1(4/5) =1, €(4/5)=1 e €(4/5) =1,
logo, de 3.52 temos que

6, = (11110)° e ¢, = (11101)>,

e palavras padrao associadas a 4/5 sao

upy =01111 ey, = 11110.
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Em suma, dado p/q em [0,1], calculamos p; = I(jp/q) por (x), € = pji1 — p; por
3.43 e, finalmente, 6~ (p/q) e 07 (p/q) por 3.52. Por exemplo, se p/q = 2/5 teremos:

Palavra padrao de 2/5
ilv el
11 0 0
210 1
3 1 0
41 1 1
o 2 0
61 2 =

As trés primeiras linhas da terceira coluna na tabela anterior nos fornece o codigo vy/5 =
010, e portanto, por 3.53 temos u2/5 (00101) e uy 5 = (10100).
0

b € Y5 em 3.52, para cada p/q €

Tendo vista a conjugacao 3.42 e os pontos Qp Jq

T N Q noés definimos:

+ B <9+

Tprg = p/q

- pp—1/n—
) e xp/q—B (ep/q)'

Teorema 3.3.1. Seja p/q € TNQ irredutivel.

a) Os niumeros x+/ ez, descrevem uma mesma orbita q-periodica em T com respeito

p/a
a.

b) A drbita {4?(x,,)}jen estd contida no intervalo [z}, /2. (v, +1)/2] e possui mimero

Tp/q
de rotagao p/q.
c) {W(:c;r/q)}jeN € a unica orbita do sistema dinamico (T, 1)) que possui as propriedades

descritas em b).

Os itens (b) e (c) do Teorema anterior unidos a Proposigao (3.3.1) caracterizam as
orbitas Birkhoff de (T,). Além disso, utilizando a Afirmagao (3.1), o Lema (3.2.3) e

a relagao 3.13, recuperamos também o resultado provado no Teorema (3.2.1). “Existe
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y € m Yzt

/) tal que a orbita { f7(y)}jen preserva ordem em A e possui nimero de

rotagao p/q”.

Os proximos resultados serdo necessarios na prova do Teorema (3.3.1).

Afirmacao 3.2. Sejam xz € T tal que {7 (z)}jen C Cyppo e k € {0} UN. Dada uma

palavra (€;,...€;, ) de comprimento k nao podem existir inteiros positivos m e n tais que,

o™ <B (g)) = (a€y...€, b...)
e (3.54)

coma#ceb#d.
Demonstracao: De fato, se existisse m e n com a Propriedade 3.54 terfamos

|07 (B(3)) — o"(B(3))]

00
7 2 2 2

1" (8(3).0"(B(5) = 3 -

v
g
DO

1
= 1+0+...+0+2k+1
1

Mas por hipotese {1/ (x)}jen C Ctz, donde segue que

oo (5(5)) o (5(5) < vnmen

Desta contradigao temos o resultado.

Proposicao 3.3.3. Seja x € T arbitrdario e fizado.

(i) A orbita {)’(x)}jen estd contida no semicirculo Cz = [£,2+ 1] se, e somente se,

para todo k > 1 e todo | > 1 tivermos

p (8(2) o (8(5) <c(8(2) < (8(2)) o (6 3)) 1. 659
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(ii) Se a condigio 3.55 € satisfeita a drbita {¢7(z)};en tem mimero de rotagdo

)= oy A2
e a escadaria {p;(B (£))};>1 satisfaz
Vi>1, p (B (g)) < jpu(z) < p; (B (g)) T (3.56)

Demonstracao:
(i)
Suponha que a orbita {1/ (x)};en esteja contida no semicirculo Cz e defina a seguinte

s (5(5) = (52) n (5(5) n(5(5). 6o

onde k,l € N. Mostraremos que Sy ;(B(x/2)) € {0,1} quaisquer que sejam k e [ perten-

sequéncia

centes a N, que é equivalente a condi¢ao 3.55. Faremos a prova utilizando indugao sobre
[, isto é, fixado arbitrariamente & € N mostraremos que Si;(B(z/2)) € {0,1} para todo
leN.

Para [ = 1 temos que

X
Sk71 (B <§>> =€+ ...t € —€ — ... — €1 = €,

donde segue que Si; € {0,1}. Agora, supondo que Sy ; € {0,1} para 1 < j <[, e notando

que os termos sucessivos da sequéncia 3.57 satisfazem a relacao

Spois1 (B (g)) — Sps <B (g)) Ve —e YIEN, (3.58)

temos os seguintes casos a considerar:

0 5 (8(3)) -0

Note que quando €, = €, ou €4, = 1 e ¢ = 0, segue de 3.58 que Sk 41 (B(z/2)) €

{0,1}. Estes s@o os tnicos casos possiveis, o caso

€kl — 0 e € = 1, (359)
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ou seja, Sii+1(B(x/2))

—1 nao poderé ocorrer.
De fato, tomando ¢,

0 e supondo que 3.59 ocorra, se €1 = €; para j = 1,....,0 — 1,
0s pontos

ok (B (g)) = (0€gs1...€p1-10...) e B <g + %) =(lergq1..)

contradizem a Afirmacao 3.2. Por outro lado, se existe j € {1,...,1 — 1} tal que €;4; # €,

seja jo o menor indice com esta propriedade e novamente pela Afirmacao 3.2 obtemos
uma contradigao com o fato da orbita {1/’ (x)},en estar contida em C'z

Supondo agora que €, = 1, com a mesma argumentac¢ao anterior obtemos contradi¢oes
com a Afirmacao 3.2 utilizando agora os pontos

X

o (B <§>> = (1égs1...€440-10...) e B <%> = (0€p...6i1 1..0).

(I) Si (B (g)) ~ 1.

Como no caso anterior, quando €x4; = €, ou €, = 0 e ¢ = 1 temos que Si 41 (B(x/2)) €
{0,1} pela relagao 3.58. Ja o caso em que €4, = 1 e ¢ = 0, isto &, Sy 41(B(x/2)) = 2
nao pode ocorrer, sendo a prova deste fato é analoga a do caso (I).

Pelos itens (I) e (II) concluimos que Sy ;(B(z/2)) € {0,1} quaisquer que sejam k e [
pertencentes a N, donde segue a condigao 3.55.

Reciprocamente, suponha por absurdo que a condicao 3.55 seja satisfeita, mas que a

orbita {17(x)}jen ndo esteja contida no semicirculo C'z. Sejam & e [ os menores indices
satisfazendo as propriedades

o (5(2)) £y © e

onde,

B (g) = (O€1€9...€7...€511...), ok (B (g)) = (€r€psorpi), B <£ + 1

5 2) = (ler€g...€q.. €ppy..)
e CB(£> ¢ o intervalo simbolico [B(z/2), B(x/2 4+ 1/2)].
Como o* (B (%)) ¢ C’B(

) temos as seguintes possibilidades:
2
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(a) Se e, =0, entao ¢ =1 e €4, =0.

(b) Se € = 1, entao € = Oe €+l = 1.

Agora, supondo sem perda de generalidade que [ < k, se (a) ocorre, entao

. _
(@) - To-Eo-Ee
j=1 j=1 j=1
-1 k+1—-1 k—1 -1
= 1+ €5 — € — € — €j
j=1 j=l+1 J=1 j=1
(k—1)+1 1 k—1
= 1+ €; — E €; — E €
Jj=l+1 Jj=1 j=l+1
k—1+1 l
= 1 + E €j — E €J
j=k j=1
= 0,

pois €, = 0,¢, =1 e €,; = €, parat = 1,...., — 1. Donde segue que,

S (8(5)) =5 (8(3)) + =1

De forma analoga concluimos que se (b) ocorre entdo, Sy 41(B(x/2)) = 2. Em ambos os
casos temos uma contradi¢do com a primeira parte da prova, pois Si,(B(z/2)) € {0,1}

para todo k € N e para todo | € N. Logo, a érbita {1’ (x)};en esta contida no semicirculo
Cs.
(ii)
Primeiramente mostremos que quando a condicao 3.55 é satisfeita existe o limite da
sequéncia p;(B(z/2))/j quando j — oo.

Para cada j € Nsejaa;(B(x/2)) = p;(B(x/2))+1, segue que a sequéncia {a;(B(z/2))}jen

¢ subaditiva (vide p.76, [11]) e portanto,

iy BBE12) _ g {9:(8012)}

j—00 i JeN i
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Assim, pondo w = lim a;(B(z/2))/j e dado € > 0, existe j, € N suficientemente grande
j—00

tal que,
i = pj(3(¢/2))+1_w<5
J J 2
N pj(B(?f/?))_w <£,1
J 2
N pj(B(j{v/Q))_w e

donde segue que lim p;(B(z/2))/j = w. Agora, pela Defini¢ao 1.2.2 temos que
j—o0

R(B(z)) = lim IM (3.60)

Jj—00 i

Finalmente, para mostrarmos 3.56 note que para todo k > 1 e para todo j > 1, 3.55

i (8(3)) < (3)) <40 (6(3)) +2)

donde sengue que

implica que

W (GG = fo B nB@) i oo

e portanto, fazendo k£ — oo em 3.61, temos por 3.60 que

p(B(3)) <irB@) <p (B(3))+1 viz1. (3.62)

Pela desigualdade 3.62 e pelo Lema 3.2.2 segue o resultado desejado.

Demonstracao do Teorema 3.3.1.

a) Para ver que os pontos x;/q e r,, possuem a mesma orbita com respeito a 1, basta

observar que existe j; € {1,...,q — 1} tal que, jip/q — p~(p/q) = 1/q e portanto,

o L
o’ (ep/q> o ep/q'

respectiva orbita {o’ (Q;F/q

A orbita {W(x;/q)}jeN é ¢-periodicas em T pois, por 3.52, a

)}jen € g-periodicas em X7 .
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b) Fixando-se arbitrariamente [ € N, segue de 3.57 que

-1
Sk41,1 ((771(9;?(1)) = €kl T+ Z(ekﬂ- — ej) Vk € N,
j=1
ou equivalentemente,
Sk-i—l,l <0-_1(€;—/q)> = SkJ (O'_l(e;_/q)> + €+l — €k Vk € N. (363)

Assim, utilizando indugao sobre k em 3.63 e a definigao dos ejf (p/q) dada na Pro-

posigao (3.3.2), mostra-se que Si (o0, )) € {0,1} para todo k e [ pertencen-

p/q
tes a N. Portanto, pela Proposicdo (3.3.3) temos que a orbita {o/(0), )}jen esta
contida no intervalo simbolico [B(x;/q /2), B((x;/q + 1)/2)], donde segue que a or-

bita {¢/ (2, )}jen esta contida no intervalo [z, /2, (x), + 1)/2]. O fato de que

p/q

{ap7 (:c;r/q)}jeN tem numero de rotagao p/q agora segue pela Proposicao (3.2.2).

¢) Provaremos este item mostrando que {o7 (0"

p/q)}jeN ¢ a Unica orbita do sistema dina-

mico (0,5 que estd contida no intervalo simbolico [B(z,, /2), B((x,, +1)/2)] e
que possui namero de rotagao p/q. De fato, suponha por absurdo que a = (9;...0,)>
seja outro ponto em X3 tal que a 6rbita {07(a)};en possua nimero de rotagao p/q e
esteja contida em [B(y/2), B((y +1)/2)], onde B(y/2) = a. Logo, (0...9,)* satisfaz
a condi¢ao 3.56 da Proposigao (3.3.3). Além disso, como as orbitas {Jj(Q;“/q)}jeN
e {07(a)}jen tém namero de rotacao p/q, segue que [61...0], = p = [0 €1...€4-2 1],
logo, a palavra d;...0, ¢ uma permutagao (nao ciclica) da palavra O€;...e,_o 1. Agora,
note que se 6; = 1, entao (9;...6,)° nao satisfaz a condigdo 3.56, o que é uma con-
tradicao. Por outro lado, se 6; = 0, seja t o menor indice tal que € F# d&py1.

Se ¢ = 1, segue que p;(a) = p(e1(6,)) — 1, por outro lado, se ¢ = 0, entdo

p/q
pi(a) = p(a_l(QIf/q)) + 1. Em ambos os casos a condi¢ao 3.56 também nao é satis-
feita pelo ponto a = (6;...9,)*, resultando na mesma contradi¢ao ja obtida. Logo

{7 (‘9;/(1)}]‘61\? ¢ a tnica orbita Birkhoff em T com ntimero de rotagao p/q.
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Para finalizarmos este capitulo, daremos um outro método para construir as palavras
padrao associadas a um numero p/q € TNQ, tal método baseia-se no processo de expansao
de p/q em fragoes continuas que lembraremos a seguir.

Dado xy € IR, defina

segue que

€T = 9
a1+x0

onde a; € N e z; € IR. Caso x; # 0, podemos repetir o processo pondo

() o=
ag=1|— e Ty =— — ag,
T I

logo,

Indutivamente, pondo

temos a seguinte sequéncia:

P _ . (3.64)

et —
Qn

A sequéncia 3.64 chama-se expansdo de ry em fragdo continua e pode ser mostrado
que pn/q, — xo quando n — oco. Note que a sequéncia {p,/qn }nen fica bem determinada
quando se conhece a sequéncia de nimeros naturais {a, },en, por este motivo denotaremos

a expansao de zy em fracao continua por
xo = a1, as, as, ..., ay, ... (3.65)

E sabido também que dado z¢ como em 3.65, a sequéncia p, /g, é obtida recursivamente
por
Gnt1 = Gn-1+ 511G, Qo =1, ¢ =u

()

Prnt1l = Pn-1+ aj11pj, po=0, p1=1
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sempre que a;+1 # 0. Além disso, se zp € Q, entdo a sequéncia p,, /¢, ¢ finita.

Exemplo 3.3.4. Considere o ponto 2/5 € Q, seque que

ou seja, 2/5 = [2,2].

Proposicao 3.3.4. Dado p/q € (0,1/2]NQ, seja [dy +1,ds, ...,d,] a expansao de p/q em

fragoes continuas e considere a sequéncia uy definida recursivamente por,
d
U1 = wy, gy k>0, (3.66)

onde u_y =1 e uy = 0. Entao, |u,| =q e se u, = wy...w, as palavras padrao associadas

ao ponto p/q sao dadas por
u;/q =0w..wy21 e Uy = 1 wy...wy—2 0. (3.67)

Sep/qe (1/2,1)NQ, as palavras padrao sao dadas do sequinte modo

(3.68)

e u_

+ _ ¥
u p/a — Yi-p/q-

pla ul_—p/q
Exemplo 3.3.5. (a) 1/3 = [3] Segue que dy = 2, logo, por 3.66 e portanto,
u; =001 e uf/g =001
(b) 2/5=[2,2]
Seque que dy =1 e dy =2, logo, por 3.66

u; =01 e wuy =01010,

e portanto,

Uys = 00101 e uy,, = 10100.
(c) Como3/5€ (1/2,1) el —3/5=2/5, temos pelo item (a) e por 3.68 que

u§/5 =ty = 01011 e ug, = u;/5 = 11010.



90
(d) 3/8=1[2,1,2]
Seque que dy =1, dy =1 e d3 = 2, logo, por 3.66
u; =01, up =010 e wuzg = 01001001,

e portanto,

ujs = 00100101 e 1w, = 10100100.
(e) Como4/5€ (1/2,1),1—4/5=1/5 e 1/5 = [5], temos que
ufy =00001 e g, = 10000,
e por 3.68 seque que
Ul =15 =01111 e wup, =ul, = 11110.

Note que a orbita simbdlica que resulta do item (d) coincide exatamente com a encon-

trada no Exemplo 3.5.3 utilizando as escadarias extremas do ponto 4/5.

Lema 3.3.1. Sejam a/b e ¢/d nimeros racionais irredutiveis tais que ad — cb = 1, entao

0s codigos simbolicos de Q;F/b e HC_/d coincidem nos primeiros b+ d — 2 simbolos.

Demonstracao: Basta utilizar o fato que as orbitas de 9;% e (90_/ 4 Sobre o sao periddicas

de periodos b e d respectivamente e aplicar o algoritmo (*) na pagina 75 notando que

ab(ec—/d) :ej/d e ad(aj/b) =0,

|
Demosntracao da Proposicao 3.3.4.
Vamos obter a formula 3.66 mostrando que as palavras padrao u;rj Jas (j par) e [
(7 impar) podem ser obtidas recursivamente do seguinte modo
u =0, u1=1 e u;= uiﬂ/qﬁl = uj”luj,l V5 >0, (3.69)

onde {p;/q;}1<j<n € a expansao de p/q em fragoes continuas. Faremos a prova utilizando

inducao sobre j.
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Para j = 0, temos que p;/q1 = 1/(dy + 1), logo, pelo algoritmo (%) da pagina 75 temos
que

— _ nd
uPl/Ql =071,

o que mostra que a férmula é valida para j = 0.
Suponha agora que 3.69 seja valido para j = [, onde 0 < [ < n — 2 é impar. Vamos

mostrar que 3.69 também é valido para j = [+ 1. De fato, pelo Lema 3.3.1, temos que os

+ . . . . .
eu coincidem nos ¢; . — 2 primeiros simbolos, e
Pi/a " Pi+1/Gi Qi1+ 4 p ’

codigos simbolicos de u
por (xx*), pagina 88,

Gj+1+ ¢ —2=djq; + ¢ + g1 — 2.
Por outro lado,

+

=G Uy g | T G T G195 Gt

-
Pi/q;

+

~, é obtido pela concatenagao de duas palavras: a
Pi+1/q4+1

Assim, o cédigo simbolico de u

rimeira de comprimento d;q;, coincidindo exatamente com os d.. ¢, primeiros simbolos
J+147>5 J+14y

djt1

de uy, ou seja, u;/"; e por uma segunda palavra w de comprimento g1 — dj+1q; = gj-2,

djy1

Ujt1 = Uj w.

Mas, pela nossa hipotese de inducao e pelo Lema 3.3.1, temos que os codigos simbolicos

_ + . . . . .,
incidem n ; i_1 — 2 primeiros simbol m
de Uy rgr © Uy g, COINC dem nos ¢; + g;—1 — 2 primeiros simbolos, e como
+ — .
Up; 1fgj—a| = D=1

basta escolher w = u;_;, donde segue que
djt1,

Ujy1 = uj Uj—1.-

A demostragao do caso em que j é par é analoga.

3.3.1 Decomposicao em Soma de Farey

Dado p/q € (0,1) N Q as palavras padrao u;/q e U, também podem ser obtidas

utilizando a decomposi¢ao de p/q em soma de Farey. A soma de Farey de dois nimeros
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racionais p1/q1, p2/q2 € (0,1) N Q tais que p1g2 — ¢1p2 = +1 é denotada pelo simbolo @ e

¢é definida do seguinte modo

+
Dol _BTh (3.70)
/I D) a1+ q2
As parcelas p1/q1 e pa/qe em 3.70 s@o ditas entao uma decomposi¢ao do nimero % em

soma de Farey.
Decompondo p/q dessa forma, as palavras padrao associadas a este ponto sao obtidas

pela concatenacao das respectivas palavras padrao de suas parcelas conforme o esquema

a seguir.
0/1 1/1 0 1
\/ \/
1/2 01\\\\////
1/3 2/3 001 011
1/4 3/4 0001 0111
1/5 2/5  3/5 4/5 00001 00101 01011 01111

(a) (b)
Figura 3.11: Arvore de Farey.

No item (a) da Figura 3.11, cada nimeros que aparece no vértice de uma ramifi-
cacao da arvore é a soma de Farey das parcelas que estao nas extremidades da mesma
ramificagdo. No item (b), cada palavra no vértice de uma ramificacao é a concatenagao
das palavras que aparecem nas extremidades da mesma ramificacao. A relacao entre as
arvores ¢é a seguinte, dado p/q na arvore (a), teremos na mesma posigao na arvore (b) a

PO
palavra padrao Uy

Exemplo 3.3.6. No item (c) do Exemplo 3.5.5, obtemos que uf/g =001 e u;/g) = 00101.

Concatenando estas palavras obtemos 00100101, que coincide exatamente com a palavra

+

3/8 também obtida no exemplo 3.3.5.

padrao u



Consideracoes Finais

Concluimos com este trabalho que um difeomorfismo de classe C* do anel que tem
um ponto homoclinico transversal K-rotacional a um ponto fixo hiperbolico, possui um
intervalo nao trivial como conjunto de rotagdo (Teorema (2.1.2)), o qual implica com-
portamentos dindmicos e topologicos interessantes. De fato, o Teorema e (2.2.1), mostra
que para cada valor escolhido neste intervalo, existem incontéveis (e disjuntos) conjuntos
de Cantor “rodando” em torno do anel com nimero de rotacao igual ao valor escolhido
no intervalo. Tais comportamentos podem ser compreendidos utilizando-se dinamicas

simbolicas no espago ¥p mediante ao Teorema(2.1.1).
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