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“To see a world in a grain of sand
And a heaven in a wild flower,

Hold infinity in the palm of your hand
And eternity in an hour.”

William Blake



Resumo

Neste trabalho, investigamos dois modelos distintos de teorias quanticas de campos com efeitos
randomicos. No primeiro, que consiste em um modelo bem conhecido na literatura de um
campo de Klein-Gordon com flutuacoes randomicas na velocidade e na massa, estudamos as
correcoes de ordem mais baixa nos parametros de randomicidade para as energias de interacao
entre distribuicoes estaticas de cargas concentradas em regioes D-dimensionais do espaco-
tempo. Como casos particulares, obtemos as correcoes randomicas em 3 + 1 dimensoes a
interacao Coulombiana entre duas cargas pontuais, a interacao entre linhas de cargas, entre
planos carregados, e entre dipolos. Na segunda parte do trabalho, estudamos uma modificagao
da eletrodinamica de Maxwell que mantém a invariancia de calibre mas quebra a invariancia
de Lorentz devido a presenca de um vetor de fundo que flutua randomicamente. Apds obter
a correcao perturbativa de ordem mais baixa ao propagador de Maxwell, estudamos suas
consequencias sob o espectro do atomo de Hidrogénio e sob o potencial de um solendide infinito.
Em particular, as corre¢oes randomicas ao espectro do Hidrogénio sao comparadas com os
presentes dados experimentais com o intuito de estabelecer um limite superior para a magnitude

dos efeitos de quebra de simetria de Lorentz.

Palavras—chave: Flutuagoes randomicas, Campo escalar, Violagcao da simetria de

Lorentz, Vetor de fundo.
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Abstract

In this work, we explore two models of quantum field theory with random effects. Firstly, we
present a model of the well known Klein-Gordon field with random fluctuations in both the
speed of propagation and the mass; then, we study the lowest order random corrections to
the interaction energies between static charge distributions concentrated along D-dimensional
regions of spacetime. As particular cases, we obtain the random corrections in 3 + 1 dimensi-
ons to the Coulomb interaction between point charges and to the interaction between charged
lines and planes, and dipoles. The second part of the work is devoted to the study of a gauge
invariant modification of Maxwell electrodynamics which breaks Lorentz invariance due to a
randomly fluctuating background vector. After obtaining the lowest order perturbative correc-
tion to the Maxwell propagator, we study its consequences to the spectrum of the Hydrogen
atom and to the potential of an infinite solenoid. In particular, the random corrections to
the Hydrogen spectrum are compared with current experimental data in order to establish an

upper limit for the magnitude of the Lorentz breaking effects.

Keywords: Random fluctuations, Scalar field, Lorentz symmetry breaking, Back-

ground vector.
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Introducao

O uso de ideias advindas da teoria de probabilidade em fisica tem se mostrado, ao longo
dos anos, de fundamental importancia para o entendimento de varios conceitos fisicos, dentre
os quais podemos citar entropia, movimento Browniano e basicamente toda a teoria quantica.
De fato, existem duas classes distintas de efeitos probabilisticos que aparecem com frequéncia
em fisica.

A primeira classe corresponde a chamada probabilidade classica e seu cendrio principal
consiste no estudo de mecanica estatistica. Visto que todo objeto macroscopico é constituido,
microscopicamente, por um niimero de atomos pelo menos da ordem de 10?3, descrevé-lo com-
pletamente baseado no efeito individual de cada atomo se torna impossivel; ao invés disso,
¢ mais conveniente ignorar cada um dos atomos individuais e apelar para uma descricao es-
tatistica do efeito coletivo produzido por todos os atomos constituintes do material. Com esta
descricao estatistica é possivel entender de maneira consistente a grande maioria dos obje-
tos macroscopicos baseado em seus constituintes microscépicos e, por esta razao, a mecanica
estatistica consiste em uma das teorias mais fundamentais da fisica.

A segunda classe de efeitos probabilisticos comuns em fisica é conhecida como probabilidade
quantica, e corresponde a um tipo de probabilidade intrinseca ao sistema fisico, independente
da nossa ignorancia na descricao do sistema. E algo que estd contido, inevitavelmente, em
todas as teorias que lidam com aspectos quanticos, desde a mecanica quantica em si até as
mais complicadas teorias quanticas de campos conhecidas atualmente. Até mesmo para uma
Unica particula quantica, devemos recorrer a probabilidades para descrever suas propriedades
fisicas. A funcao de onda de uma particula em mecanica quantica, por exemplo, que contém
toda informacao disponivel acerca da mesma, é interpretada como a amplitude de probabilidade
de encontrar a particula em uma determinada regiao do espaco. Em um certo sentido, podemos

afirmar que a natureza é inerentemente probabilistica no regime da teoria quantica.



Além destas aplicacoes “canonicas”de conceitos de estatistica e teoria de probabilidades em
fisica, recentemente tem havido um crescente interesse, principalmente na fisica tedrica, pelo
estudo de certos fluidos com propriedades estatisticas randomicas. A motivacao por tras deste
fato esta em um dos principais problemas em aberto atualmente, que é a procura por uma teoria
capaz de unificar a teoria da relatividade geral de Einstein com a teoria quantica na escala de
altissimas energias onde ambas as teorias se tornam relevantes (a chamada teoria de gravita¢ao
quantica). Acredita-se que um possivel efeito caracteristico de tal teoria quantica da gravidade
seria a presenca de flutuagoes quanticas na métrica do espago-tempo, e trabalhos recentes [4, 5]
sugerem que tais efeitos, se existirem de fato, poderiam ser simulados no laboratério em um
modelo andlogo baseado no estudo de ondas sonoras se propagando em fluidos randomicos
(fluidos cujo indice de refra¢ao flutua randomicamente de ponto a ponto no espago).

De maneira mais geral, apds o aparecimento destes trabalhos, acredita-se que este tipo
de meio com propriedades randomicas pode servir como modelo analogo também para outras
classes de efeitos caracteristicos de teoria quantica de campos, sugerindo uma investigacao
mais profunda e ampla sobre campos quanticos com efeitos randomicos. Por exemplo, foi
demonstrado recentemente que meios randomicos podem ser explorados para estudar efeitos
de fronteiras em teoria quantica de campos [6], bem como para simular efeitos taquidnicos
através da propagagao de sinais supersonicos [7].

O objetivo deste trabalho é contribuir para esta andlise geral de campos quéanticos com
aspectos randomicos, nao necessariamente relacionados com gravitacao. O trabalho é divi-
dido em 2 partes independentes e é estruturado da seguinte maneira: a primeira parte, que
corresponde ao Capitulo 1, consiste em um estudo de algumas consequéncias fisicas do mo-
delo de campo de Klein-Gordon com flutuacoes randomicas na velocidade de propagacao e na
massa apresentado na referéncia [5]. Em especial, calculamos as corregoes decorrentes destas
flutuagoes para a energia de interacao entre distribuicoes estacionarias de cargas e de dipolos,
ambas concentradas em regioes D-dimensionais do espago-tempo, seguindo a linha da discussao
utilizada em [8].

A segunda parte do trabalho é apresentada nos Capitulos 2 e 3, e corresponde a uma
tentativa de utilizar flutuagoes randomicas para estudar o problema da violagao da simetria de
Lorentz devido a presenca de um vetor de fundo. Em especifico, no Capitulo 2, realizamos uma

breve revisao da chamada eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), bem conhecida na



literatura por ser a primeira proposta de modelo com quebra da simetria de Lorentz (e simetria
de paridade) devido a presenca de um quadrivetor de fundo permeando o espaco e definindo
uma quadridirecao privilegiada no espaco-tempo. Na sequéncia, no Capitulo 3, apresentamos
uma proposta alternativa de eletrodinamica com violagao de Lorentz e investigamos algumas
de suas consequéncias fisicas sobre dois sistemas em especial, a saber, o atomo de Hidrogénio
e um solendide infinito. Esta proposta é bastante similar e inspirada pelo modelo de CFJ,
mas leva em conta um vetor de fundo que flutua randomicamente ao longo do espaco-tempo
em torno de um valor médio nulo (coincidindo em média, portanto, com a eletrodinamica
de Maxwell). A esperanga é de que este modelo possa, de alguma forma, ser explorado em
sistemas de matéria condensada com propriedades randomicas (como, por exemplo, a classe
de fluidos randémicos mencionados anteriormente) e, talvez, tornar o problema da quebra da
simetria de Lorentz acessivel no laboratério.

Por fim, o trabalho é encerrado com as conclusoes e perspectivas futuras.

Antes de dar inicio, porém, recomendamos ao leitor uma leitura do Apéndice A, onde rea-
lizamos uma pequena revisao de algumas propriedades gerais a respeito de varidveis e fungoes
(ou campos) randomicas. A razao pela qual optamos por apresentar esta revisao é que estes
objetos serao utilizados extensivamente ao longo deste trabalho e seu uso (principalmente o de
campos randomicos) pode nao ser muito familiar para o leitor. Todavia, embora possa ser 1til
para elucidar alguns pontos, a leitura do referido apéndice nao se faz essencial para a sequéncia

do trabalho e pode ser omitida sem grandes problemas.



Capitulo 1

Campo escalar em um fluido

randomico

Neste capitulo apresentamos um modelo de campo escalar em um meio randomico ino-
mogéneo caracterizado por flutuagoes randomicas estacionarias na velocidade de propagagao
e na massa do campo. Campos quanticos em fluidos deste tipo tém sido muito estudados
recentemente no contexto de modelos andlogos para possiveis efeitos de gravitacao quantica,
tais como flutuagdes quanticas na métrica do espago-tempo [4, 5], bem como para efeitos de
fronteiras [6] e efeitos taquidnicos [7] em teoria quantica de campos. O objetivo deste capitulo
é estudar as consequéncias das flutuacoes randomicas do modelo escalar em questao para a
interagao entre distribuicoes estaticas de fontes externas concentradas ao longo de branas para-
lelas com um ntmero arbitrario de codimensoes. Este estudo serd feito empregando os mesmos

procedimentos utilizados nas referéncias [8, 9].

1.1 O modelo

Consideremos um campo escalar ¢(z) definido em um espago-tempo de Minkowski (D +1)-

dimensional com coordenadas z = (t,x) e x = (z!,...,2zP), que satisfaz a equagio de Klein-

Gordon com flutuagoes randémicas na velocidade e na massa (em unidades A= c¢ = 1):

(14 160) g~ 7+ (14 €63 | (1) = 0 (1)

Aqui, pu(x) e £(x) sao fungdes tomadas como sendo campos randomicos estaciondrios (i.e.,

independentes do tempo t), adimensionais e mutuamente independentes, cujas propriedades

4



estatisticas serao apresentadas a seguir. Note que u(x) é responsavel por flutuagées na veloci-
dade de propagagao do campo e fornece um tipo de estrutura causal randémica (cone de luz
flutuante) ao modelo [4]. A funcao £(x), por sua vez, leva em conta flutuagoes randoémicas na
massa do campo em torno do valor médio my.

Uma escolha comum na literatura para os campos randomicos u,& se caracteriza pelas

seguintes propriedades estatisticas:

e Média nula:

(u(x)}, = 0 (1.2
(€(x)=0 (1.2b)
e Média quadratica nao nula:
(ux)u(x)), = o f(x = x') (1.3a)
(E(x)E(x))e = i f(x — X)) (1.3b)
e Distribuicao Gaussiana:
(p(x)p(x2) - - - p(X2n11)), =0 (1.4a)

(p(x1)p(x2) - plxan)), = (u(x1)p(x2)) -+ ((X20-1) (X2n)) , +permutagoes
(1.4b)

e analogamente para &.

Os sfmbolos (---), e ()¢ denotam médias sobre todas as possiveis formas para as fungoes
randomicas f, &, i.e., médias no ensemble de flutuagoes, e as constantes o, o¢ caracterizam a
intensidade destas flutuagoes. A chamada funcao de correlacao f(x—x’) deve depender apenas
da diferenca x — x’ entre os pontos com o intuito de preservar a homogeneidade espacial.
Como a equacao de Klein-Gordon randomica é linear, é valido recorrer a transformadas de

Fourier na busca por suas solugoes. Escrevendo

dwdPk . o
SO(LX):/WG G (w, k) (1.5a)

dPk

pw(x) = / (gi)kD e™* (k) (1.5b)
/

ek *¢(k) | (1.5¢)



é facil obter, ap6s algumas manipulagoes simples, a seguinte versao para a equagao (1.1) no

espago dos momenta:
/de’ [LO(w;k, K) + LY (w0 kK] gw; k) =0 (1.6)

onde L e LM s3o os operadores definidos por

LOw;kK) = (w? —k* —m) 0*(k — k) (1.7a)
1 . A 1 ~ n, 2 - / 2
LO(w; kK = Tk (u(k ~K)w? — E(k—k )m0> . (1.7b)

Note que L contém apenas termos independentes das varidveis randomicas u, £ e, portanto,
¢ uma “matriz’de natureza nio estocéstica. A matriz L), por outro lado, é de natureza
estocdstica e serd afetada pelas médias no ensemble de ruidos nos célculos a seguir *.

Por meio de uma transformada de Fourier inversa nas coordenadas espaciais k — x é

também direto obter os andlogos das equagoes (1.6,1.7) no espaco x:

(L0 i) + L (wi)] lwix) = 0 (18)
LO(w;x) = w? + V2 —m2 (1.9a)
L0 (w;%) = () — E(xym? (1.9b)

E interessante notar que a matriz L(® é diagonal no espaco k, diferentemente de L. No
espaco X, porém, os papéis se invertem: L) passa a ser uma matriz diagonal enquanto L(¥)
nao mais o é.

Em termos dos operadores L(® e L) introduzidos acima a equacido de Klein-Gordon

randomica pode ser escrita como
(L + L) p(w;0) =0, (1.10)

onde “e”representa x ou k (no caso de k, a igualdade (1.10) deve ser entendida como o niicleo

de uma integral de convolugao, como em (1.6)).

1A notacdo estabelecida acima serd mantida durante todo o texto: sobreindices “(9)”denotam grandezas
livres de randomicidade, enquanto sobreindices “(Y)”denotam grandezas que estdao associadas a flutuacoes

randomicas.



Da equagao (1.10) podemos definir a fun¢ao de Green G da teoria como
G=(LO+10)" (1.11)

a qual, como é bem conhecido no estudo de teorias quanticas de campos [10], contém toda
informacao sobre as quantidades fisicas associadas ao campo.

Supondo que a intensidade dos ruidos cri, Ug seja suficientemente pequena de forma que
(simbolicamente) LM <« LO podemos encontrar a funcio de Green G perturbativamente por
meio de uma série de Dyson (veja Apéndice B):

G = GO _gOrWagO L qOrMaOrMaO) 4 ...

_ GO _ OGO (1.12)

onde definimos os operadores G(©) = (L(O))_1 (que nada mais é que a func¢ao de Green livre) e
YW =LW - OGO LM 4 ... (que, como veremos adiante, est4 relacionado & autoenergia do
campo provinda das flutuagoes randomicas). Explicitamente, na representagao de coordenadas

x a equagao (1.12) para a fungao de Green corresponde a
Glw;x,x) = GOw; x,x) — /delG(O)(w;x, x1) LW (w; x1) GO (w; %1, %)

+/dDX1dDX2G(O)(W§X7 Xl)L(l)(W;Xl)G(O)(W;Xl,Xz)L(l)(W§X2)G(O)(W§X27X/) o

(1.13)

O préximo passo corresponde a tomar a média da equagao (1.13) no ensemble de flutuagdes

para as variaveis randomicas u(x), £(x) para obter a fungao de Green média 2 | isto ¢,
(G) =GO -G <L(1)> GO L gO <L(1)G(0)L(1)> GO 4 ...,

Utilizando as relagoes (1.2,1.3,1.4) e a definicdo de LM (w;x) é fécil ver que (LM (w;x)) = 0

ou, de forma mais geral, <(L(1))2n+1> = 0 para n € N. Neste caso, segue que

(G(w;x, X)) = GO (w; x,x') + GV (w; x,x') | (1.14)

25 importante mencionar aqui que tomar a média sobre as flutuagdes neste ponto (i.e., na construcao da
funcéo de Green) é apenas uma escolha conveniente para simplificar os célculos. Poderfamos igualmente bem
prosseguir com a andlise utilizando a funcdo de Green G da equacio (1.13), construir em seguida as quantidades
fisicas a partir desta fungao de Green e, apenas no final do processo, tomar a média randomica diretamente sobre
as quantidades fisicas resultantes. Todos os resultados fisicos obtidos no presente capitulo seriam exatamente

OS 1mMesmos.



onde G (w; x, x’/ ) é a corre¢ao randomica de ordem mais baixa a fungao de Green livre, dada

por (omitindo a dependéncia em w)
GV (;x,x) = /delde2G(0)(; x,%1) (LW (;31) G (; %1, %2) LY (1 %2) ) GO (; %2, %) + O(4)

~ (oow! + ofmyg) /deldpsz(O)(;x, x1)GO (i x1, %2) f(x1, %2) GO (s x5, %) .

Como ambas as fungoes GO (w; x,x') e f(x,x’) dependem apenas da diferenca entre os pontos
x — x', elas admitem uma expansao de Fourier em x — x’ similar as (1.5b) e (1.5¢). Depois de
introduzir as expansoes de Fourier de G(©) e f na expressao acima, integrar sobre d”x;dPxs
para obter duas fungoes delta de Dirac no espago dos momenta (a saber, (k) = [ dPxe=%>),

chegamos em:

dPk; dPk, dPks dPk ~
(1)/. N — 1 2 3 4 zklx —ikg-x’ k (0) -k
GV (;x,x) (aw —l—aémo)/@ﬂ) b (2m)P (2r) (2m)D e GO k) GO ky)
Sks)GO(ky)(2m)P6% (=K + ko + ks) (27)P6% (kg — ks + ky) .

Integrando agora sobre d”ksd”ky4, o que corresponde a fazer kg = k; —ks e ky = ko +kg = ky,

resulta em

G0 i3x¢) = (o2t + o) [ K8 B2 0G0 11 ) GO ) s — ) GO 1K)
X, X auw agmo (27T)D(27T)De 1 2 Ky ) .

Renomeando os indices k; = k e kg = K/, segue finalmente que

(1) / A"k i) A1)
G (w;x,x') = e GV (w; k) , (1.15)
onde

é(l)(w; k) = GO (w k) {(0 w +0§ )/% (w k’)f(k—k’) G(O)(w;k) (1.16)

é a transformada de Fourier de G (w; x, x'). Note que a expressio acima pode ser apresentada

de maneira consistente com a segunda linha da equagao (1.12), a saber,
G (wik) = —G(w; k)2 (w; k) GO (wi k) |
se definirmos

YW (w;k) = — (02w + ogmy) / él;—)k;é(o)(w; K)f(k — k') . (1.17)



A interpretacdo de (M) (w; k) acima fica clara ao analisarmos a funcao de Green média (G)
no espaco dos momenta:

G(w;k)) = GO(w; k) + GV (w; k)
(Gwi)

O operador inverso é dado por

-1

(Gli) = (69K + GVwk)
= (G9w0) ~ (6OwK) EWwK) (EOwk) + 0@
~ (69w R) ~ ((Ow0) [0 W@ E @ RGO w k)
= ((9w) " + 20wk .

Sabendo que a funcdo de Green livre G(*) é dada, no espaco dos momenta, por (veja Apéndice

B)

G(O)(W;k) = m ’
segue que
<é(w; k)>1 =w? —k?—m?, (1.18)
onde definimos
m? =m?2 — 2V (w k) . (1.19)

Vemos, portanto, que o efeito de ordem mais baixa das flutuagoes randomicas na velocidade e
na massa do campo ¢ uma renormaliza¢ao na massa do campo.

E importante salientar que a convergéncia ou nao da integral que aparece na correcao
(1.16) depende da escolha da funcao de correlacao f(x —x’) dos campos randémicos utilizados.
Por exemplo, como vimos no Apéndice A, a escolha mais simples possivel é denominada de

correlagao tipo ruido branco (white-noise correlation) e corresponde a
f(x—x)=0"(x-x). (1.20)

Neste caso, ocorre que f(k) =1 e, com isso, a corre¢ao randomica (1.16) vem dada por

Dy’ N
GY(w; k) = GO(w; k) [(ozw‘l —i—agmé)/%G(o)(w;kl) GO(w; k) . (1.21)

E interessante perceber da expressao acima que, neste caso, o campo escalar inicialmente livre



torna-se autointeragente na presenca das flutuacoes, com uma autointeracao similar ® & do
modelo A¢* com acoplamento dependente da frequéncia A(w) ~ gaw* 4 aZmy. E valido aqui
comentar que a natureza similar & interacao A¢? é uma consequéncia da Gaussianidade das
flutuagoes consideradas, e no caso de flutuacoes nao Gaussianas o resultado obtido seria similar
a uma interagao polinomial mais geral [5].

Apesar de a integral que aparece entre colchetes apresentar problemas de convergéncia,

a expressao (1.21) é bastante instrutiva (ao menos qualitativamente) e serd de interesse no

restante deste capitulo uma investigacao mais profunda acerca de algumas de suas propriedades.

1.2 Lagrangeana efetiva para efeitos randomicos de 22
ordem em D =3

O objetivo desta secao é obter uma teoria efetiva linear para os efeitos randomicos de
ordem mais baixa mencionados na se¢ao anterior, ou seja, uma Lagrangeana efetiva que nao
envolva nenhum campo randomico e que corresponda exatamente a funcao de Green modificada
(@) = GO + GW obtida perturbativamente acima. Isto serd feito para o caso especifico de
D = 3 dimensoes espaciais, que é o caso de maior relevancia fisica. Consideraremos também,
por simplicidade, o caso de flutuagoes randomicas com correlacao tipo ruido branco, no qual a
correcao randomica G assume a forma (1.21).

Procuramos por uma lagrangeana efetiva da forma

Legs = @(2)0(9,)¢(x) | (1.22)

onde O(d,) é o operador diferencial (a ser determinado) cuja inversa corresponde a funcao de
Green (G(z,2')) calculada na secao anterior até segunda ordem nas flutuagoes randomicas,
isto é,

~

0(0,) (G(z,2")) = §*(x — 2') . (1.23)

3Lembramos aqui que o propagador da teoria com interacdo A¢*, obtido perturbativamente em poténcias

da constante de acoplamento A, é dado por G(k) = GO (k) — GO (k)2G© (k), onde

O
_ ™ A0) 2
5 2/(%)%0 (k) +0(?)

contém as correcoes perturbativas.
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A fungao de Green (G(z,z')) para o caso de flutuagoes do tipo ruido branco é dada por

(Gl = [Tt ) [0k + Gk . (120

onde GO (w; k) = 1/(w? — k? —m2) e GWD(w;k) é dado pela equacio (1.21) com D = 3, ou
seja, ) ) e )

GV (w; k) = GO(w; k) |:(in4 + ogmy) / WG(O)(w;k’)} GO(w; k) .
Substituindo estes resultados na equagao (1.23) juntamente com a representagao de Fourier

da funcao delta de Dirac, e notando que cada uma das derivadas 0, contidas em O atua em

(G(z,2")) como uma multiplicacao por —ik,, obtemos:

dwd? k A ~ dwd3k N /
iw(t—t")+ik- (x—x’ O ik G (0) k G(l) k)| = / tw(t—t")+ik-(x—x')
| Gt (=it) [0 ik + GO ito] = [ o ,

de onde segue que

. N N . N N -1
O(~ik,) [G(O)(w;k) +G<l>(w;k)} -1 = O(-ik,) = [G(O)(w;k) + GO (w; k)
Como GW é proporcional aos parametros das flutuacoes (oi, ag), 0s quais sao supostamente
pequenos em intensidade, ocorre que G < G© de forma que, em primeira ordem nestes

parametros, temos:
. . -1
O(—ik,) = (G9(w; k)) [1 + GW(w; k)

-1

W) |
é’(o)(w;k)> - [1 - é’(l)(w;k) GO (w; k }
G©

Q
~—~ T~

. _ —1
= (69wK) " - (GOwK) T GV ( < k)
= (W-K-—m)) - (ciw'+0 m4)/ L3 (1.25)
- 0 0 . .
¢ (2m)3 w? — k’2 —m3
No Apéndice B é discutida a integral acima, e mostramos que
/ 3K’ 1 _(md — w?)?
(2m)3w? — k2 —m2 47 '
Portanto, o operador O(—ik“) fica dado por
. 1
O(—ik,) = (w* — kK> —mj) — e (o2w* + ofmg) (mj — w2 (1.26)

Agora, para obter a forma do operador O no espaco de coordenadas basta fazer a corres-

pondéncia inversa k, = 0, em (1.26), resultando em

S 2 2 84 2 4 2 0” V2
0(9) = (=8 —mg) — 1~ <%@ - agmo) (mo + @> . (1.27)



O operador (m2 + 8?)1/ 2 que aparece na expressao acima deve ser entendido no sentido da série
de Taylor correspondente, isto é,
1/2 4
0" o2 2myg Ot? 8m0 ot
e portanto contém derivadas temporais de ordem arbitrariamente grande.
Em particular, para o caso de um campo escalar sem massa (mg = 0) o operador O assume
a forma simples
o? o

0(8,) = -0- ﬁ% : (1.28)

deixando claro a consequéncia efetiva da flutuacao randomica na velocidade do campo: corres-
ponde a uma teoria com um termo extra de derivada de ordem superior (ordem 5) no tempo.
Portanto, a Lagrangeana efetiva para os efeitos randomicos na equacgao de Klein-Gordon

discutidos na ultima se¢ao é dada por

1 2 o A ) o2 1/2
Lejr=—¢(x) [O+m] + I \Tupp + Ugmo mg + % o(x) (1.29)
no caso de um campo massivo, e
o, o°
o= o0 [B+ 22 25 o) (1.30)

para o caso de um campo sem massa. B bom reforcar aqui que as Lagrangeanas efetivas acima
correspondem a teorias efetivas (massiva e ndo massiva, respectivamente) para o modelo de
Klein-Gordon randomico visto anteriormente no sentido de que possuem o mesmo propagador
que aquele modelo. Em particular, dado que a equacao de Klein-Gordon randoémica (1.1) pode
ser equivalentemente vista (pelo menos no caso mgp = 0) como uma equagao de Klein-Gordon
usual definida em um espaco-tempo curvo cuja métrica de fundo flutua randomicamente em
torno da métrica plana de Minkowski, as Lagrangeanas efetivas acima podem ser vistas também
como modelos efetivos em Minkowski para os efeitos de flutuagoes métricas sobre um campo
escalar.

A Lagrangeana efetiva (1.29) origina a seguinte equagao de movimento para o caso massivo:

) L 20 o (. 0\
(D + mo) o(z) = i (0#% + ngo) (mo + @) o(x) , (1.31)
enquanto a Lagrangeana (1.30) correspondente ao caso my = 0 produz a equagao

0, 0p(x)
A Ot

Op(z) = (1.32)
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Em ambos os casos a equagao diferencial parcial é linear (assim como na teoria livre) e, por-

tanto, admite solucdo do tipo onda plana ¢(z) = e* = e«i=kx A relacdo de dispersdo

w = w(k), porém, certamente é diferente do caso livre (wo(k) = /k? + m3 para o caso mas-

sivo, wy(k) = |k| para o caso sem massa) e nosso proximo objetivo aqui é obté-la.
Introduzindo o ansatz de solugao tipo onda plana em (1.31) obtemos

(—w2 LK+ mg) piwt—ikx _ 1 2wt + Ugmé) (mg . w2)1/2 piwt—ikx 7

47T(

de onde segue a relacao

1
w? — o (o2w* + ofmg) (m§ — w2)1/2 =k’ +mg . (1.33)

Nao é possivel resolver (1.33) de modo a obter de forma exata a relagdo de dispersao
w(k). Vamos entao procurar por uma solugao aproximada para w(k) em primeira ordem nos
parametros U;Qn O'g. Para isto, consideramos uma pequena perturbacao dw(k) na solucao livre
wo(k) = /K2 + m, isto 6,

w(k) = wo(k) + ow(k) , (1.34)

onde dw(k) o 07, 07 e portanto dw(k) < wy(k). Desta forma, substituindo o ansatz (1.34) em

(1.33) e desprezando os termos de ordem (dw)?, 0720w, 020w e superiores, ficamos com:

1 1/2
Wi + 2wedw — pp [J2w§ + ngé] [m§ — wi — 2wodw] - Wi .
Notando que m3 — w3 = —k? e, ainda, que

9 1/2
) =i ot

[m§ — w§ — 2wpdw] Vo [-k* — 2w05w}1 /2 = [-K?] 12 [
obtemos a seguinte forma para a perturbacao dw:
_ ikl o a o
dw(k) = (0w +0ogmg) (1.35)
0

, . . s Y _ 2, .4 2,,4

que ¢ uma quantidade puramente imagindria com $(éw) = [k|(o;iwy + ogmy) /8mwy > 0. Para
0 caso nao massivo o resultado obtido por uma analise semelhante é
2[4

wﬂ]k|

ow(k) = —c—

(1.36)

que também é puramente imaginaria com I(dw) > 0.
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A interpretacao do termo imaginario dw que aparece acima fica clara ao substituirmos a
nova relacao de dispersao

ilk|

8wy

w(k) = wo(k) +

(ohwy + ogmy) (1.37)
na solucao tipo onda plana considerada:

o klt1 . .
o(x) = etikx — exp —(aiwé + ngé)—;mLo glwot—ikx (1.38)

O efeito dos parametros ai, O'g nesta teoria efetiva é tornar evanescentes as solugoes de onda
plana da teoria livre, correspondendo portanto a uma teoria dissipativa. Em outras palavras,
apés um intervalo de tempo suficientemente grande uma onda plana livre e°!=** tende a ser
aniquilada devido ao fator de modulacao da amplitude que se aproxima ilimitadamente de zero
com o passar do tempo.

E valido comentar aqui que poderiamos igualmente bem ter procurado por uma solucao

ik —iwt+ik-x

do tipo onda plana na forma ¢(x) = e ™ = e . Repetindo os mesmos passos acima

obterfamos w(k) = wy(k) 4 dw(k) com

ifk|
dw(k) = " e (szg + ogmg)
que agora tem parte imagindria negativa (S(0w) = —|k|(orwg +ogmg)/8mwy < 0) e novamente

ocorreria o fendomeno de evanescéncia da onda, pois

k|t . .
= exp _(0-2&)3 4 0_2mé) | e—zwot+zk-x '
’ ¢ 81wy

SO('T) — e—iwt—i—ik-x

A presenca do termo extra dw(k) na relagdo de dispersd@o também causa uma pequena
diferenca nas velocidades de fase e de grupo de ondas que se propagam neste fluido, como
podemos ver claramente para o caso nao massivo (por simplicidade):

w Z.Uﬁ\k!?’ dw on|k[?

= — V:—:
k] 87 9T Ak T o

A diferenca aparece entre os termos dissipativos (partes imaginarias) de Vj, e V;, sugerindo que
a evanescencia do pacote de ondas ocorre mais rapidamente que a das componentes de Fourier

individuais. Porém, esta é uma questao que requer uma investigacao mais profunda.
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1.3 Interacao entre fontes tipo delta no modelo escalar
randomico

Esta secao consiste em um estudo sobre as energias de interacao entre fontes externas esta-
cionarias do tipo delta de Dirac para o campo escalar em um meio com flutuagoes randomicas.
As fontes externas em questao simulam a presenca de cargas estaciondrias para o campo esca-
lar. As energias de interagao serao obtidas como contribuicoes a energia de vacuo do sistema,
que sera composto por um campo escalar em um meio randoémico definido em d + D + 1 di-
mensoes e uma distribuicao estatica de cargas concentrada ao longo de regides hiperplanas
D-dimensionais do espago, as quais iremos nos referir como branas. O método empregado
¢ o mesmo exposto na referéncia [8] para o caso de campos bosonicos em um meio livre de
randomicidade. Concentramos nossa atencao no caso especial de maior relevancia fisica que
é o de 3 dimensoes espaciais (d + D = 3), que corresponde a interacao entre branas pontuais
(d =3,D = 0), lineares (d = 2, D = 1) ou entre branas planares (d =1,D = 2) .

As d+ D+ 1 coordenadas espago-temporais serdo aqui denotadas por x = (2°,x, %), onde
x| = (z',...,2%) denotam as coordenadas perpendiculares as branas e x; = (z%, ... 2¢tP)
representam as coordenadas paralelas as branas °. Consideraremos o caso geral de um nimero

arbitrario N de branas paralelas D-dimensionais, que podem ser descritas pela corrente

J(x) =) ¢:0%x, —a,), (1.39)

com os ¢.’s denotando as densidades de “carga’(carga aqui no sentido de campo escalar) por

1 d

unidade de érea de cada uma das branas e a, = (a,,...,a%) é um vetor que localiza a r-ésima

brana.

Para obter a energia de vacuo do sistema, partimos da lagrangeana
L(z) = Lp(x) + J(z)p(x)

onde
£r= 2D (14 p()) o~ 924 (14 660 ol

4Estes trés casos particulares simulam, respectivamente, a interacio entre uma distribuicio de cargas pon-

tuais, linhas de carga, ou planos carregados.
5Por exemplo, para o caso em que as branas correspondem a planos z = const. em d + D = 3 dimensoes

espaciais temos x| = (z) e x| = (z,9).
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é a lagrangeana do campo escalar no fluido randémico considerado (que origina a equagao de
Klein-Gordon randomica (1.1)) e o termo J é o acoplamento usual entre uma corrente externa
(fonte) e o campo, que se da sempre linearmente. Em seguida, usamos o funcional gerador das

fungoes de Green [11]:

Z[J) = N/Dgpexp (z’/dd“)“x [Lr(x) + J(x)gp(x)]) ,
que pode ser reescrito apés uma mudanca de varidveis e uma normalizagao Z[J = 0] = 1 como
(veja Apéndice B):

Z[J] = exp (—5 / AP @ TPy I (2) (G (2, 7)) J(x')) : (1.40)

Além disso [13], dado que Z[J] corresponde a amplitude de transi¢ao vdcuo-vdcuo na presenga
de uma fonte externa J, isto é, Z[J] = (0|e=*2*|0).;, ocorre que o funcional gerador de qualquer

sistema quantico no limite 7" — oo (7' é o tempo de interagao) pode ser expresso na forma
Z[J] = e (1.41)

sendo F a energia de vdcuo deste sistema. Uma comparacao das equagoes (1.40) e (1.41)

resulta em:

1
E = lim ﬁ/dd+D+1xdd+D+lx’J(:v) (G(x,x")) J(2') . (1.42)
— 00

A intencao na sequéncia desta se¢ao é calcular a energia de interagao entre uma distribuicao
estatica de N branas paralelas D-dimensionais, cuja presenca é representada pela corrente
(1.39). Um fato importante a ser mencionado aqui é que ao substituir a corrente (1.39) em
(1.42) teremos N termos envolvendo fatores do tipo ¢? (r = 1,..., N), os quais correspondem
as auto-energias de cada uma das branas e obviamente nao contribuem para a energia de
interacao entre elas. Apds fazer esta substituicao e descartar os termos de auto-interacao
mencionados acima, obtemos

A
B = Jim o> 0 a:qs(1 = 6r) s (1.43)

r=1 s=1

onde definimos a integral

I, = /dd+D+1mld+D+1I/5d(XL _ ar> (G(% x’)) 5‘1(x’L — as) .
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A funcao de Green média (G(z,z')) foi obtida na se¢do 1.1 até ordem quadratica nas

flutuacoes randomicas, para o caso de flutuagoes arbitrariamente correlacionadas, como sendo

) dd+D+1k " N
(Gz,2')) = / e G e ) (1.44)
onde k = (w, k., k) e
(G(w, ko, k) = GO (w; k) + GV (w; k), (1.45)

com GV (w; k) dado pela equacio (1.16). Substituindo a expressdo (1.44) na integral em I, e
integrando as fungoes delta obtemos

03D 10 3D ./ dd+D+1k —iw(x®—2'0)+ik | - (ar—as)+ik)-(x x A

dw d%, dPk 0 .
— 10 3D,/ L Il iwz’® ik, -(ar—as) D¢D zka
/dx d”x| (27T>(27T)d<2ﬂ>D(27r)(5(w)e e (2m)767 (k) )e G (w, ki, k)

o )
_ / da"dPx T S (G0 KL 0))

_ D ddki oKL ars (5

Os seguintes passos foram realizados acima: no primeiro, integramos sobre da’d? X|| para obter
duas fungoes delta; no segundo, integramos sobre dwdeH para fazer w = 0,k; = O); no
tltimo passo, identificamos [ dz”® =T — oo (tempo total de interagao) e [ dPx = =LY -
(“volume”da brana) e ainda definimos a,s = a, — a,.

Finalmente, apds substituir o resultado para I, acima de volta em (1.43) obtemos a se-
guinte expressao para a densidade (energia por unidade de “volume”das branas) de energia de

interagao entre as branas:

int 1 & dki sz_a ~
Eimt = —ZEZZ 6rqs(1 = by /< Jyac G0k, 0p)) (1.46)

E bom lembrar (veja equacao (1.45)) que a funcdo de Green média que aparece na expressao
acima possui duas contribuicoes (uma livre e uma correcao randémica), a saber (G) = G(© +
G, de forma que a densidade de energia acima também ters duas contribuicoes distintas:

uma livre &) que corresponde a energia de interagao devido a presenca de um campo escalar

wnt )

livre usual e que é conhecida na literatura [8]; e uma corregdo randomica gl que leva em

int
conta efeitos de até ordem 2 nos ruidos randomicos. Vamos analisar a seguir cada uma destas

contribuigoes separadamente.
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1.3.1 A contribuicio livre &)

A primeira contribuigao para a densidade de energia (1.46), correspondendo a interagao

livre, é dada por
o 1 Al do% |
ew _ 2 qs(1 = 0,) | —=eea=G0(0, k,,0 1.47
=323 ) [ e (0.k..0) . (1.47)
onde GO (w, k) = 1/(w?—k*>—m2) é a funcio de Green do campo escalar livre. Em particular,
temos GO (w = 0,k k| = 0)) = —1/(k? +m2) e portanto

N N d ik, -a
(0) 1 d%k, eLars
. = — = r{s 1 - 57-5 . 14

r=1 s=1

No apéndice B mostramos que a integral que aparece acima pode ser expressa como

dk; et —dj2._d—2 1—d/2
(27T)d k2 + m?2 = (27T) my (moars) Kd/Q—l(moars) )
1 0

para my > 0 e 0 < d < 5, onde definimos a,; = |a,s| = |a, — a5 e K,(x) é a funcdo de Bessel
modificada de segunda espécie [14]. Apesar de esta expressao ter sido obtida sob a restrigao
de 0 < d < 5, o lado direito é bem definido para qualquer inteiro d e, portanto, pode ser
considerado como a extensao analitica, valida para qualquer inteiro d, da integral que aparece

do lado esquerdo °. Neste sentido, podemos afirmar que

dko_ eiki'a'rs 7d/2 d2 17d/2
2m) k2 + m? — (2m) my ~ (Mmoays) Kaja—1(moays) (1.49)
1 0

para todo inteiro d e mg > 0, de forma que a energia de interagao (1.48) fica

N N
5522(@1, QN AL AN Mg, d) = _WZZQTQS(l - 57"5)(moars)l_d/QKd/Qfl(moars) :
r=1 s=1

d—2
my
(1.50)
Para o caso de um campo nao massivo, a energia de interagao pode ser obtida tomando-se
o limite my — 0 na expressao acima. Porém, este limite deve ser tomado com certo cuidado,
distinguindo os casos d # 2 e d = 2 cujas correspondentes funcées de Bessel K possuem

comportamentos assintéticos distintos. Para o caso de d # 2, basta usar o fato que [14]

Ko) =S T2, ),

:CV

5No fim das contas, como veremos adiante, estamos interessados apenas nos casos fisicamente relevantes
que correspondem a d = 1,2, 3, de forma que a preocupagao com a extensao dos resultados para d arbitrario

se justifica apenas por questao de completeza.
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e o resultado é

I'd/2—-1)
51(7%(@117 - 4N, AL, .. AN T = 07d 7é 2) = / ZZ%"QS - 7‘8 _d . (151)

d/2
8 r=1s=1

J& no caso mg = 0,d = 2, para o qual a expressao do caso massivo (1.50) se reduz a

gzg?g(Ql?"'?qN7a17"'7aN;mO7d_ = __ZZQTQS - 7‘5 K0<m0ars) )

r=1s=1

devemos tomar o limite my — 0 usando o fato que [14]
Ky(z) = —lng —

(v é a constante de Euler-Mascheroni). Porém, no nosso caso seré conveniente reescrever esta

relacao na forma

ars moQo

KO(mOars) —In - — In

ao 2 ’
onde ag é uma constante nao-nula arbitraria com dimensao de comprimento introduzida de
modo a separar a divergéncia logaritmica que aparecera no limite mo — 0. Tomando o limite

mo — 0 obtemos

gi(gt)(qh"'aq1\77a17'- anmO_O d_2 ZZQTQS - 1n_+A (152)

r=1s=1 %o
sendo A uma contribui¢ao (infinita!) independente das distancias a,s e que, portanto, nao
influencia na dinamica do sistema (é apenas uma constante aditiva na energia e pode ser
removida por uma simples reescala de energia).
De posse das expressoes (1.50),(1.51) e (1.52) para a energia de intera¢ao, podemos calcular
para cada um dos trés casos distintos a densidade de forga (forga por unidade de “volume”da

brana) atuando sobre a r-ésima brana devido a presenca das demais N — 1 branas, isto é,

Z 0ars
s;ér

onde a,5 = a,s/a,s é o vetor unitério na diregao de a,s. Substituindo a equagao (1.50) e usando

as relacoes de recorréncia da funcao de Bessel modificada, a saber,

K, 1(x) — K,1(z) = —%Ky(x) (1.53a)

dK,(x)
dv

K, 1(x)+ K, 41(z) = -2 (1.53b)
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para manipular os termos com derivadas de Kd/Q_l(moars), obtemos para o caso de mg > 0 e

d arbitrario o resultado

- my _ A

‘F.i(’r?t),r(qh -y gN,ag, ..., an; Mo, d) - _2(207_‘_)dQT Z qs(mﬁa’?“s)l d/ZKd/Q(moars)ars . (154>
s=1
SF#T

Para o segundo caso, que corresponde a energia (1.51) e representa a situagao com mg = 0,

d # 2, um célculo direto leva a

d
Jrz(,?tr(%w-~,C]N,ala-~7aN;moZO,d#Q)Z—W (d/2 — %ZQS ars . (1.55)

5757"
Por fim, para o tltimo caso (mg = 0,d = 2), obtemos da equagao (1.52) que
q al q
FO (. qv.an,.. . ayme=0,d=2) = -2 L4
znt r(ql QN al aN mO ) 47]' — ars
e

(1.56)

E importante notar que em todos os trés casos acima ¢ satisfeito o principio da superposicao,
isto é, a forca resultante sobre a r-ésima brana é igual a soma das forcas individuais exercidas

por cada uma das outras N — 1 branas sobre esta r-ésima.

1.3.2 A correcao randoémica 82.(712

A corregao randomica a energia de interagao do campo livre (5 obtida na subsecao 1.3.1)

int)
corresponde ao termo randomico da funcao de Green média 7, a saber G®, inserido na energia
(1.46), isto é,

1 ddkL ik, -ars (1)
mt = 2 Z%qs - rs We G (O,kL;OH) ) (1-57)
r=1 s=1

onde é(l)(w, k) é dado, para o caso de flutuagoes randomicas com correlagao arbitraria, pela
equagao (1.16), isto é,

5 5 dd+Dk/ B 5
GV(w;k) = GO k) [(aiw4+a§mé) / (Z)—M O (w; k) f(k — k)| GO(w; k)

(02w + o2m}) / APk f(k —K)

(CUQ — k2 — m%)Q (27T)d+D w2 — k2?2 — m2

Em particular, para w = 0 e kj = 0} temos

o?m} /ddk;olf’lq| flk, — K\, —K])
(k1 +mg)* ) (@2m)™P KE+kE+m§

G0,k , 0)) =—

"Lembre-se que (G(w,k)) = GO (w, k) + GM(w, k).

20



Substituindo esta expressao de volta em (1.57) chegamos em

O' m ddk eiki_-am
gzrtt - S OZZ%’QS - 'rs / )J_(kZ ) Oéd—&—D(kL), (158)

r=1 s=1 (

onde definimos a quantidade

ddk' dPx’ f(k "=k
asnc) = | s 21,7l (1.59)

(2m) D KE + kf s

que depende funcionalmente de uma maneira bastante complicada do tipo de correlagao esco-

lhido (i.e., de f ). Note ainda que a corre¢ao randomica a energia depende somente de O'g (e nao

de aﬁ), 0 que nao € motivo para surpresas visto que estamos considerando uma distribuicao

2

estatica de cargas, que supostamente nao deveria ser afetada por flutuagoes o, na velocidade

de propagacao do campo.
Por simplicidade, faremos o calculo explicitamente para o caso de ruidos tipo white noise,
isto é, o caso em que f(x —x') = 6P (x —x') — f(k) = 1. Neste caso, ocorre que g p(k,)

nao depende de k|, isto é,
dik’, dP kil 1

aqyp(ki) = aqyp Z/ , (1.60)
" i (2m) TP K2+ K+ mf

e com isso pode ser retirado da integral em (1.58), resultando em

O' m Oéd+D dko_ eikL'ars
£l = ———" qrqs( —rs/ : (1.61)
t »> (2 (0 + )

O préximo passo é resolver a integral que aparece acima. Notando que (para mg > 0) vale

a relagao

Y

/Wh,éhm o al/WmeM%s
(2m)® (K% + md)?  2meOmgy J (2n)d k? + m}

e que a integral que aparece do lado direito (j& calculada anteriormente) é dada pela equagao

(1.49), segue que

dk, et 1 0 —d/2, d—2 1-d/2
/@ﬂ”ﬁ+mW = g Gy L) 00 ) T K (o)}
1

— 5 el o) Kapamoa,) -

onde usamos as relagoes de recorréncia (1.53) para manipular os termos envolvendo a funcao

d—2

moQys

Kd/Z—I(mOars>:| )

de Bessel K. Substituindo este resultado de volta na energia Smt obtemos:

gi(;z(QM . ,QN,al, ...,ay;mg,d) =
o¢a d—2
e D _ d/2+2 o
Qﬂ- d/2 ; ;QTQS rs (moars) |:Kd/2(m0(lrs) Mot Kd/2_1<m0ars):| ,

(1.62)
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que ¢é valida para mg > 0 e d arbitrario. Esta é a correcao randomica a energia livre 51-(22 dada
pela expressao (1.50). Lembramos que agyp é a constante definida em (1.60), que depende
do nuimero d + D de dimensoes espaciais consideradas mas independe das distancias a,.s entre
as branas. Um importante comentario aqui é que oy, p ¢ divergente para d + D = 2,4,6, ...,
mas ¢ finito para d + D fmpar ®. Portanto, estritamente falando, o resultado acima s6 faz
sentido para d+ D = 1,3,5,.... Sem entrar em maiores detalhes nesta discussao, analisaremos
na sequéncia apenas as situacoes particulares de maior relevancia fisica que correspondem a
d+ D = 3, para as quais os resultados acima sao consistentes.

Para o caso de um campo sem massa (mg = 0), podemos tomar o limite my — 0 diretamente

na expressao do caso massivo, equagao (1.62), ou diretamente na expressao (1.61), resultando

em
Si(,iz(ql,...,qN,al,...,aN;mo:O,d):O : (1.63)
As correspondentes correcoes na densidade de forca de interacao sobre a r-ésima particula,
ffigm = = etr %{iﬁ ars, podem ser obtidas por simples diferenciacao da equagao (1.62) uti-

lizando as relagoes de recorréncia da funcao de Bessel K mencionadas anteriormente. Os

resultados sao

_;(ig,r(qlv <o qNyag, .. >aN;m0,d) =
U2ad+Dmg+1 N
= 54(—27{-)[1/2 Z Q’/‘QS(moars)_d/Q-l-l [de/z(m()ars) — m()CLTSKd/Q_H (mgars)] Qg (164)
s=1
SFET

para o campo escalar massivo e, obviamente,
— l —
JEi%t?(Ql)"'aQNaalv"'7aN;m0:O;d):O (165)

para O CcasSO Sem massa.

1.3.3 Algumas situacoes particulares

Vamos agora, finalmente, analisar alguns casos especificos de maior apelo fisico (i.e., aqueles

nos quais d+ D = 3 dimensoes espaciais) com o intuito de ganhar uma certa intuigao acerca do

8De fato, pode-se mostrar com o auxilio de um procedimento de regularizacio dimensional que

d+D
Ad+D O(F(]. — T)
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significado dos resultados obtidos. Note que, devido a validez do principio da superposicao, é
suficiente aqui estudar apenas os casos particulares com N = 2 branas presentes. A interagao
entre N > 2 branas corresponde simplesmente a uma soma de N!/2I(N —2)! = N(N —1)/2

interacoes 2 a 2 e, portanto, nao merece atencao especial.

e N=2D=0,d=3: Duas cargas pontuais em (3 + 1)-dimensoes

Neste caso, como as branas possuem dimensao zero (D = 0) a expressao (1.50) corresponde
exatamente a energia de interacao entre as cargas, e nao a uma densidade de energia. Utilizando

a equagao (1.50) e o fato de que Kyy(x) = /5-€"" obtemos para o caso massivo

(0) : ngz e ™
E’int(qlvq2aa17a27m07d:3) = _E @ y (166)
onde a = |ajp| = |a; — ag| é a distancia entre as cargas. Esta é precisamente a energia devido

a duas particulas pontuais que interagem via um potencial de Yukawa, como era de se esperar

para um campo escalar massivo livre. A correspondente for¢a de interagao sobre a carga ¢,

—

F = a12, pode ser obtida diretamente da expressao geral (1.54) ou, de maneira mais

dai2

simples, derivando a energia acima, resultando em

_ q1g2 (moa + 1)e~mee
4r a?

ﬁﬁol?(Ql: g2, a1, az; My, d= 3) =

]

Q. (1.67)

Obviamente, a forca sobre a carga ¢, é igual a oposta, —F;(T?g .
A correcao randomica a energia livre acima ¢é facilmente obtida utilizando a equacao (1.62).
Sera conveniente usar o fato de que, para d + D = 3 dimensoes espaciais, temos
d*k 1 mo
Oé3 = ——2 = — s
2r)3k?+mi 4w

resultado este que foi obtido simplesmente tomando w = 0 em (B.12). Assim, segue que

4
Q192 _moa
E‘%E(Qb%yal,az;mo,d =3) = Uf ;227r20€ o, (1.68)

7

expressao que é a correcao a interacao de Yukawa para o modelo randémico em questdao. A
correspondente correcao na forca de interacao sobre a particula 1 pode ser obtida da equacao

(1.64) ou diretamente derivando a expressao acima para a energia, resultando em

291Q2m8 —moa A
¢ 3272 ¢ “

ﬁ~(1)(Q1,Q2731732;m0,d =3)=+0

int

(1.69)

. =1
A correcao na forga sobre ¢y, naturalmente, vem dada por —Fz(nt) .
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A energia e a forga para o caso de um campo sem massa (mg = 0) sdo obtidas de maneira
andloga usando agora as expressoes gerais (1.51) e (1.55) ou, simplesmente, tomando o limite
my — 0 nas expressoes obtidas para o caso massivo. Os resultados correspondem a bem

conhecida interacao Coulombiana entre duas cargas pontuais:

4192

EY) smg = 0,d =3) = — 1.70
int (q17 q2,a1,a2; My 5 ) dra ( )
(&
q192 .
FEn?&(QlaQ%alaaQ;mO = Oad = 3) = _4;'652 a . (171)

As correcoes randomicas para o caso sem massa sao todas nulas, como pode ser visto das

expressoes (1.63) e (1.65), isto é,

B, )(Q1aQ2,al,a2;m0:0,d:3) =0 (1.72)

int

—

F(l) (QquQ;alyaQEmO = 07d = 3) = 0 . (173)

int

Podemos sumarizar os resultados obtidos nesta subsecao para a interacao entre duas cargas

pontuais nas seguintes expressoes:

o] tEer v ottt 1 00" (mo > 0) (1.74)
int — .
—42 +0(0%) (mo = 0)
(§]
ﬁ Z o (moa + 1) —moa g 4 O'5 q13‘122T;LO e~ moaq 4 O( ) (mo > 0) (1 75)
int — .
—H% a+0(0") (mo =0) ,

onde incluimos novamente o termo O(o?) para lembrar que consideramos apenas efeitos quadré-
ticos nas flutuacoes randomicas.

E interessante notar que a forca de interacao, que possui carater atrativo para cargas de
mesmo sinal e repulsivo para cargas de sinais opostos na teoria livre, recebe uma contribuicao
randomica de comportamento oposto no caso mg > 0, i.e., uma corre¢ao a for¢a (de menor
intensidade, é 6bvio) que tende a atrair cargas de sinais opostos e a repelir cargas de sinais
iguais. Vale notar também que a corre¢ao randémica para o caso massivo (tanto na energia
quanto na forga) tende a dominar a interagao para longas distancias, dado que cai mais lenta-
mente com a distancia do que a contribuicao livre. Este fato é um indicio de que a abordagem

perturbativa realizada neste modelo nao seja valida acima de uma certa escala de distancias.
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e N=2D=1,d=2: Duas linhas carregadas paralelas em (3 + 1)-dimensoes

No caso de linhas infinitas carregadas, o “volume” L” da brana corresponde ao compri-
mento da linha e, portanto, 51-(32 dado pela equacao 1.50 representa a energia por unidade de

comprimento. Similarmente, as grandezas ¢, g2 neste caso representam densidades lineares de

cargas das branas. A expressao (1.50) para o caso massivo entao se reduz a

5'(0)(q17q27alaa2;m0,d = 2) == —%Ko(moa) s (176)

int

onde novamente a = |a; — as|. A fungao Ky(x) ndo pode ser expressa em termos das fungoes
elementares, mas exibe um comportamento monotonicamente decrescente e se comporta como
~ e~ /\/x para x grande. A correspondente densidade de forga sobre a linha de carga ¢; pode
ser obtida de (1.54) como sendo

! Q2m%
872

-73(0)(6117612731;32;7710761 =2)= (moa)™" K1(moa) a , (1.77)

wnt

e a forga sobre a linha ¢ tem mesmo modulo e sinal oposto.
As corregoes randomicas a estes resultados podem ser obtidas novamente de (1.62) e (1.64),

juntamente com o resultado ag = mg/4m. Os resultados sao:

4
qrgampa
En(ar, g2, a1, 82,mp,d = 2) = +0§1125—7r20[(1(m0a> (1.78)

5
- Q1gama
‘7:-(1)(Q17Q2,al,32;m0ad =2)= +U§—11(237r20

int K()(moa)d . (179)
A energia e a forca para o caso my = 0 devem ser calculadas utilizando as férmulas (1.52)

e (1.56), que sao as apropriadas para o caso nao massivo em d = 2. Os resultados sao:

51(22(611,@2731,32;7”0 =0,d=2)= wlng+A (1.80)
27 ao
e
r q192
FO me=0,d=2) = 292 4 1.81
int (Ql7q27al7a27m0 5 ) 271'@ a ( )

As correspondentes corregoes randomicas, como de praxe para o caso do campo sem massa

(equagoes (1.63) e (1.65)) sao nulas, ou seja,

&)

int

(q1,q2,@1,82;m0 = 0,d =2) =0 (1.82)

Fil(a1, g2, a1, 203mp = 0,d = 2) = 0 . (1.83)

m
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Em resumo, a interacao entre duas linhas de carga mediada por um campo escalar em um

meio randomico é dada por

. — 9% ¢ (moa) + 022LT K (mga) 4+ O(ot) (mo > 0) (1.84)
int — ‘
fI1(I2 lIl + A + (’)( ) (mO = 0)
€
7., | EEE ) a4 R K i + O (mo>0)
int — |
% a 4 O( ) (mo = 0) .

Tal como no caso da interacao entre cargas pontuais, ocorre na teoria livre que as linhas de
carga tendem a se atrair (repelir) para densidades de carga de mesmo sinal (sinais opostos), e
a presenca da randomicidade no meio causa um pequeno efeito de atracao para cargas de sinais
opostos e repulsao para cargas iguais. Novamente o termo randomico domina a interacao para
longas distancias, dado que para x grande temos xK;(x) ~ y/ze™ enquanto Ko(z) ~ e */\/z.
Este fato é um indicio da validade da teoria de perturbacao empregada apenas até um certo

limite de distancias.

e N =2D=2d=1: Dois planos paralelos carregados em (3 + 1)-dimensoes

Aqui, LP corresponde & drea dos planos e portanto EZ( ; ¢ a energia por unidade de area.
Naturalmente, ¢; e g2 sdo neste caso as densidades superficiais de cargas em cada plano. As
densidades de energia e de forga para mg > 0 serao dadas pelas equagoes (1.50) e (1.54), que

neste caso se reduzem a

En (@1, g2, a1, 253, d = 1) = — 2 -moa (1.86)
2my
e
Filar, qo a1, a0;mp,d = 1) = —%6_’”0“ a, (1.87)
onde a = |a; — ag| = |a; — ag|, visto que a; e ay sdo vetores de uma Unica componente no

presente caso.
As correspondentes corregoes sao novamente dadas pelas equages (1.62) e (1.64) com

a3 = mg/4m, isto é,

2
m
Enn (a1, g2, a1, 80;mp,d = 1) = +0 oy (1 +moa)e ™" (1.88)
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4
q1g2mpa _ R
2 0 e mgaa )

Fol(ar, @2, a1, a03mo,d = 1) = o o (1.89)

wnt

As mesmas grandezas livres para o caso sem massa podem ser obtidas utilizando as ex-

pressoes (1.51) e (1.55), resultando em

qq
E (a1, g2, a1, 82;m0,d = 1) = %a (1.90)
e
‘7':;(732((]17%;3—1732;mo7d =1)= —% a. (1.91)

Como podemos notar da expressao acima, a forca de interacao entre os planos para este caso
sem massa independe da separacao entre os mesmos. Novamente, as correspondentes correcoes

randomicas sao nulas como de costume para my = 0:

g'(l)(q17q27a17a2;m0 - 07d - ]-) - 0 (192)

wnt

f'(l)((haQQaalaaZ;mO =0,d = 1) = 6 (1-93)

wnt

Podemos resumir a interacao entre dois planos com densidades de cargas q; e ¢ neste

modelo pelas seguintes expressoes:

—ghze 0% Ug—qmmo 1+ mgpa)e” ™ + O(o* mo > 0
Eimp =14 2" e 0a)e @) m>0) (1.94)
e
5 A% ,—moa g 4 02q1q2m0a —moag | ) .
Fop = qzq A 167 (o) (mo > 0) (1.95)
192 5 1 O( ) (mo = O) .

A interacao entre os planos exibe as mesmas propriedades ja vistas anteriormente para a
interagao entre cargas e linhas de cargas. Em particular, as correcoes randomicas novamente
dominam os correspondentes termos livres na escala de a grande. E interessante notar que a
forga de interagao entre os planos é independente da separacao a para o caso de mg = 0, tanto

na teoria livre quanto na presenca das flutuacoes randomicas no meio.
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1.4 Interacao entre fontes do tipo derivadas da delta: dis-
tribuicao de dipolos generalizada

Nesta secao estudamos a energia de interacao entre uma outra classe de objetos D-dimensio-
nais, descritos por uma corrente escalar que contém derivadas da funcao delta de Dirac. A
interagao é intermediada pelo mesmo campo escalar randomico em d + D + 1 dimensoes con-
siderado na segao anterior, i.e., descrito pela Lagrangeana Lr. A metodologia utilizada, bem
como a notagao para coordenadas espago-temporais, serao as mesmas da secao anterior.

A Lagrangeana a ser utilizada aqui possui essencialmente a mesma forma que no caso

anterior,
L(z) = Lp(z) + J(x)p(2) ,

onde agora consideramos uma corrente J da forma

— 9" Z Wy, 0% (x1 —a,) (1.96)

onde ¢, sao as densidades de cargas das branas e os W), , para r = 1,2,..., N sao vetores
(d + D + 1)-dimensionais fixos e estaticos no referencial inercial no qual é feita a andlise a
seguir. Conforme veremos a posteriori, a corrente J acima simula, para o caso de d = 3, D = 0,
a presenga de uma distribuigdo de dipolos (isto é, pares de cargas opostas separados por uma
distancia fixa) com momentos de dipolo p, = ¢,V 1(y- Neste sentido, a corrente (1.96) pode
ser entendida, no caso de dimensoes arbitrarias, como a generalizacao de uma distribuigao
uniforme de “dipolos”para o campo escalar, ao longo de branas D-dimensionais paralelas, com
densidades de carga opostas, e separadas por uma distancia fixa.

A energia de interagao é obtida a partir do conhecimento da corrente J(z) e da fungao de
Green média (G(z,2')), novamente, através da equagao (1.42). Apds substituir a expressao
(1.96) para a corrente e descartar as contribuicoes de auto-energia (os termos envolvendo ¢?)

que, tal como antes, nao tém relagao com a interacao entre branas distintas, obtemos:

E@nt - 11—I>1;lo ﬁ Z Z qTQs - rs rs ) (197>

r=1 s=1

onde definimos

V(s)~x

Z.s /derD“ AP W, W, 046 (x) — a,) (G(x, 7)) 82,0 (X — ay),
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que, apos duas integragoes por partes, pode ser posto na forma

Z.s /derD“ AP W, Wy, 64 (x s — a,.)0 (X — a,)0kay (G(x, ') .
Os calculos a seguir para manipular a integral Z,; acima sao bastante similares (embora
um pouco mais extensos) aqueles realizados na segao anterior para chegar na expressao (1.46)

para a densidade de energia. Primeiramente escrevemos a expansao de Fourier de (G(z, ")),

a saber,
, dd+D+1k k( N, A
(G(z,2")) :/W(z G ().
Em seguida, integramos sobre d?x,d?x’ , o que equivale simplesmente a fazer x, = a, e

x| = a,. Entdo integramos sobre dz’dPx| para obter 2md(w)(2m)P6” (k). Na sequéncia

/OdD /

integramos sobre dwde”, o que faz w = 0 e k| = 0. Por fim, integramos sobre dx X|| para

produzir o mesmo fator TL” que surge nos calculos da secao 1.3. Com isto, obtemos:

dk | K a ) A
Zs = TLD/ @n) (Wey, ki) (Wi, ki) e* 2 (G(w =0k, k; =0))

= —TL” (W(T)L 'ﬁrsl> <W(S)L ‘6%1) / EZ;I:)L fesars <é<ovkl7 0||)> )

onde definimos a,; = a, — a, e ﬁm . = 0/0a,, e ainda W(,), ¢é o vetor d-dimensional com-
posto pelas componentes de W, &= nas dire¢oes perpendiculares as branas (isto é, Wi, =
(W()(r) Wiy, W(?")u )-

Com o resultado acima para a integral Z,; a expressao (1.97) para a energia se torna

(gint = Eint/LD>:

znt___ZZqTqS — ) <W(T)L'ﬁrsl)(w(s)l'ﬁrsL>/EZQd7l:)L teran (G(0,k1,0))) -

r=1s=1
(1.98)
Conforme ja discutido em outras ocasioes, a fungao de Green (C~}'> possui duas contribuigoes:
(G) = GO + GM. Assim, a densidade de energia também possuird dois termos distintos: um

livre, £ e uma correcao randomica a este termo livre, éfmt Vamos analisar cada uma destas

int

contribuigoes separadamente a seguir.

1.4.1 A contribuigdo livre &)

A contribuicao livre para a energia de interagao entre as distribuigoes de “dipolos”vem da

substituicdo do termo livre G® na funcdo de Green média que aparece na expressao geral
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(1.98), ou seja,

= - do%k | Gk
51(7(32 = __ZZQTQS - rs (W(T)L'VTSL>(W(S)l.vT )/(271_) ks TSG(O)(O,kL,OH)
r=1s=1
5 5 ddkL eikJ_'a»,-s
= + ZZQTQS - 'I’s <W(T)L.VTSJ‘>(W(S)L'VTSL>/(27T)d ki—’—mg .
r=1s=1
(1.99)

A integral que aparece no lado direito desta expressao é a mesma que foi encontrada no
calculo da contribuicao livre para a energia de interagao na secao 1.3, que naquela oportunidade

foi calculada com detalhes e resultou na expressao (1.49), a saber,

ddkL e’ikj_'ars B -
/(271-)d K2 +m2 = (2m)"Pmi T Ka(moays) (1.100)

onde definimos a fungdo K4(z) = '~%?K4/5_1(z). Note que para obtermos a energia (1.99)
basta atuar com o operador (W(r) VTS L)(VV(S) L-ﬁrs l) na integral acima, o que significa
basicamente atua-lo na funcao ICyz(moa,s).
Notando que a derivada da funcao K definida acima satisfaz a propriedade
d4(z)
dz

= —xKqpa(2) |

(que pode ser facilmente provada usando as relagoes de recorréncia da funcao de Bessel K),

segue que

Ok 4(moays)

(W(S)Lﬁ”J ICd(moars)ZW(s)l[ A(moays)

ﬁrsl (moam)} = _mg’Cd-‘rQ (moarS) (W(S)J_ : ars) .
Atuando com (W(r VTSL> sobre este resultado obtemos

(W(’I‘)l'ﬁTSL)<W(S)l'6TSL) Ka(moars) = —mj (VV(T)l rsl> Kara(moars) (Wis), - aps) |
= —mg ( ).V L> Kara(moars) (Wi, - ays) +
—mgKaro(Moars (W rn) W), - ars)
= mpKara(moars) (W, - ars) (W), - aps) +
—mKar2(moars) (Wi, - Wiy),)
= —md(moars)~ " [Kaa(moars) (Wi, - Wis),) +

_moarst/QJrl(mOars) (W(T’)J_ : drs) (W(S)J_ : drs)} .
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Substituindo na equagao (1.99) obtemos uma densidade de energia de interacao livre dada por

gz(r?t) (N; my, d) = d/2 ZZ QTQS - (moars) 4/2
=1s=1
X [Kd/Q(moars) (W(T')J_ ' W(S)J_) - moarst/2+1 (moam) (W(T)J_ . &rs) (W(S)J_ . drs)]

(1.101)

para o caso de mg > 0 e d arbitrario. Aqui a dependéncia em N que aparece no argumento de

0) . o .
£ ¢ apenas uma abreviagao para a dependéncia em ¢, ...,qn; W,

P payr e Wiy @, -, an.

A correspondente energia de interacao para o caso de um campo sem massa pode ser obtida
diretamente tomando o limite my — 0 na equagao acima. Nao ha necessidade aqui de fazer
a distingao entre os casos d # 2 e d = 2, visto que em todos os casos as funcoes de Bessel
envolvidas sao de ordem v # (. Basta entao usar novamente o comportamento assintotico de

K, (z) para x — 0, a saber,

y— F 21/—1
K ) T2 20,
resultando em
(0) I(d/2) o~ v d
gint (N7 mo = 07 d) = 47Td/2 Z Z QTqS<1 - 57"5)@7«5
r=1 s=1

X< (Wi, - Wiey) = d (Wi - ) (Wi, - )] - (1.102)

De posse das expressoes (1.101) e (1.102) é possivel calcular, por exemplo, a forga (por

unidade de volume da brana) sobre o r-ésimo “dipolo”:

N (0)
~(0) . § : ag’mt ~
‘/—-int,r - — aars Qrs -
S#T

Apesar de ser um calculo direto, ele é bastante trabalhoso para a situacao geral tratada aqui
e a forga resultante é dada por uma férmula pouco instrutiva. Por esta razao, optamos por
omitir este cédlculo e focar toda a andlise nas energias de interacao.

Na sequéncia, o objetivo é procurar pelas correcoes randomicas de 2% ordem a cada um dos

resultados obtidos nesta sec¢ao.

1.4.2 A correcao randoémica 51(712

A corregao randomica a energia de interagao do campo livre (€ © " obtida na secdo anterior)

int )

corresponde ao termo randdémico da funciao de Green média ?, a saber G, inserido na energia

9Lembre-se que (G(w,k)) = GO (w, k) + GV (w, k).
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(1.46), isto ¢é,

— = dko_ ik A A
mt — ZZ%QS - 7"3 (VV(T)J_'vrsl><vv(s)J_'V?"(9L>/'(2ﬂ_)d€kL 7"‘(’C;’(l)(o,kL,O”) ,

r=1s=1
(1.103)

onde G (w, k) vem dado pela equacdo (1.16) para o caso de flutuacdes randémicas com cor-
relagao arbitrdria. Em particular, para w = 0 e k; = 0 temos
ogmyg / ddkldei| flky -k, —k|)

& +mi2 ) @n#P KIikZim}

G0,k 0)) = —

de forma que

gy _ M W, Vo (W, -V
int — 9 quqs - 7"5 (r)L" Vrsy ()L Vrsy

r=1 s=1
ddkj_ eikj_'ars ddk de| f(kJ_ kl? le)
/(27r)d (ki—l—mg)z/ (27)d+D k’f+k’H2+m0 .

Nos concentraremos novamente somente no caso de ruidos do tipo branco (white noise),

(1.104)

onde f(x —x') = 6P(x —x') — f(k) = 1, no qual a expressio anterior para a energia de

interagao entre as distribui(;ées de “dipolos”’se reduz a

oimg ad+D o A%, etkLars
5(1): é 0 rs - (“r S ><Ws *Vors )/
int § : § :q q (n V 1 ()L Vv 1 (27T)d (ki + m%)Q ’

r=1 s=1
(1.105)

onde definimos novamente a constante

ddk’lalei| 1
agrplky) = :
d+DATL / (2m)4+P K7 + ki +my

A integral que aparece no lado direito da expressao para Emt ¢ a mesma que apareceu e
foi calculada na Secao 1.3 quando buscavamos pelas correcoes randomicas as interacoes entre
branas. Bastaria portanto atuar com o operador (W(T) Vi l)(VV(S) Vi L) naquele resultado
para obter a correcao 5 .+ o presente caso. Entretanto, hd uma maneira mais simples de fazer

isto. Notando que
d'k, et 10 —df2, d—2 1-d/2
/ (2m)? (k% + mj)? N  2mg dmyg {(QW) : my(moars) / Kd/Qfl(moaTS)} )
podemos escrever a equagao (1.105) como

oimy Qg+p O Il . . dko— ek L-ars
e _ 770 (1= 6, <Wr AVl )(Ws AV )/
e amopzzq as( 02 Vo J\Weo Vs ) | Gdie

r=1s=1

O'EmoOéd+D a S(O) .
2 8m0 int
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Logo, para obter a correcao randomica basta derivarmos o resultado livre com relagao a mg e

multiplicar por um fator. O resultado disto é:

d+2

(1) ogmy" Qi p d/2
gint <N7 myo, d) = _W Z Z qrqs - (moars)
r=1 s=1

X{ [dK4y2(moays) — motrsKayay1(moars)] (W, - Wis),) +

+(moars)2Kd/2(m0am) (W(T)J_ . &rs) (W(S)J_ . drs) } . (1.106)

Para o caso de um campo sem massa, a correcao randomica pode ser obtida tomando o
limite de massa nula (mo — 0) diretamente na expressao acima obtida para mg # 0. Novamente
nao ha necessidade de distinguir os casos d # 2 e d = 2, visto que em ambos os casos aparecem
fungoes de Bessel K, (z) com v # 0, cujo comportamento assintético para x — 0 é bem

conhecido (K, (x) ~ T'(v)2"~tz™"). Apds tomar o referido limite, obtemos

EN(N:my=0,d) =0 . (1.107)

int

Tal como ocorreu anteriormente para o caso da interacao entre branas carregadas, ocorre
também para a interagao entre distribuicoes de “dipolos”que nao ha correcao randomica para
0 Caso sem massa.

Agora que temos alguns resultados gerais para a interacao entre dipolos generalizados em
dimensoes arbitrarias, vamos ilustrar seu significado para uma situacao especifica de interesse

e de maior apelo fisico.

1.4.3 Caso particular: dipolos pontuais em d + D = 3 dimensoes
espaciais

A situacgao particular de maior apelo fisico dos resultados gerais obtidos acima é o foco
principal desta se¢ao, e corresponde ao caso de D = 0 e d = 3, que representa a interacao entre
dipolos no seu sentido original (isto ¢é, cargas pontuais opostas separadas por uma distancia
fixa) em 3 dimensoes espaciais. O resultado livre para a energia servird inclusive para ilustrar
a razao pela qual estamos denominando por distribuigao de dipolos a corrente (1.96) utilizada
na Secao 1.4.

Dado que a interacao entre os dipolos estacionarios satisfaz ao principio de superposicao,

é suficiente determinar apenas a energia de interagao entre N = 2 dipolos. A interacao para
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N > 2 dipolos serd uma combinagao destes resultados de interagao 2 a 2. A expressao (1.101),
que neste caso corresponde a energia (e nao densidade de energia) de interagao livre, se reduz
a

3/2

q1g2my

(0) _
E (m07 d) - (27T)3/2CL3/2

int

[K3/2(moa) (Way, - Wig),) — moakKsa(moa) (W, - @)Wy, - a)]

onde a = a; —ay e a = |al. Usando as relagdes de recorréncia da fungao de Bessel K podemos

facilmente mostrar que

Kypp(x) = (1+£> Kia(z)

3 3 3
K5/g(l’) = Kl/g(l’) + ;K&}/Q(J;) = <1 + ; + ﬁ) Kl/g(l’) .

Sabendo que Kjj(x) = /5-€"", podemos reescrever a expressao acima para a energia de
maneira mais simples como

—moa
e 0

B (mo,d) = o= {(m3a2+3moa+3) (W, @) (W), - @) —(moa+1) (Wi, - Q2W(2>)}
(1.108)

A expressao para o caso mg = 0 pode ser obtida aplicando a férmula geral (1.102) com
N =2,D = 0,d = 3 ou, de maneira mais simples, tomando o limite mg — 0 diretamente na

expressao obtida acima para o caso massivo, resultando em

1

Eipi(mo = 0,d) = 4M3{3(<11W<1n‘ @) (=W, @) — (@ W eWe)p . (1.109)

Esta é, a menos de um sinal global, a energia de interagao clssica (a mesma obtida via ele-
tromagnetismo usual) entre dois dipolos elétricos/magnéticos [16] com momentos de dipolo

W)

. e W9, justificando portanto a nomenclatura de distribui¢ao de dipolos para a

corrente J(z) utilizada nesta segao. O sinal negativo em relacao ao resultado conhecido do ele-
tromagnetismo ¢ uma peculiaridade advinda do uso do campo escalar quantico como mediador
da interacgao, fato este que ja havia se manifestado anteriormente quando estudamos a interacao
entre cargas (lei de Coulomb, etc.). A expressao (1.108) é a generalizacao em 3 dimensoes da
interacao entre dipolos pontuais para o caso massivo, e os casos gerais (1.101) e (1.102) séo a
generalizagao para o caso mais abstrato de dipolos nao-pontuais, isto é, compostos por branas
de dimensao arbitraria D.

O préximo passo é procurar pelas correcoes randomicas aos resultados acima. Para o caso
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massivo, a corre¢ao é dada pela equagao (1.106), que para N = 2,d = 3 fornece

2,,5

B (mo,d) = WQ1Q2(mOG)_3/2{ [3K32(moa) — moaKs s(mea)] (Wi, - Weg),) +

(moa)2K3/2 (moa) (‘Af(l)l : d) (‘Af(g)l . d) } .
Lembrando que

d’k 1 mo
3 = _— = —
(2m)3k2+mi 4w’
e manipulando as fungoes K3/ e K5/ da mesma forma que no caso livre feito logo acima,
podemos reescrever esta correcao na forma

5 ,—mopa
2 M€

Ejyi(mo, d) = Uam{(fﬂwﬂu’ ©We).) — (moa+1) (@ Wy, - @) (Wi, - )} - (1.110)

A corregao para o caso mg = 0, que pode ser obtida tanto da equagao (1.107) quanto tomando

o limite my — 0 neste ultimo resultado, é, sem surpresas, nula:
EMY(mg =0,d) = 0. (1.111)
Os resultados obtidos acima para este caso particular podem ser sumarizados como:

Eint (mo, d) = E(O) (mo, d) + E(l) (mo, d)

nt int
(m%QQ + 3moa + 3)e”mo? 2 m8a2<m0a +1) N .
1- Wy - W -
¢ 8m(mia? + 3mpa + 3) (Q1 N a)(Q2 @), a)

4dma3

(moa + 1)e"mo®

mla?
— 1—o2—— YWy, - oW, O(o! 1.112
A { G 1)}(611 . W) +0(0%) (1.112)

Ei(mo=0,d) = E%(mg=0,d)+ E")(mg =0,d)

1 ~ A
- 47TCL3{3 <Q1W(1)L' a) (q2W(2)J_. CL) - (Q1W(1)L' QQW(Q)J_)} + 0(04) )

(1.113)

de onde podemos perceber que novamente as correcoes randomicas de 2% ordem nos campos

de ruido tendem a dominar a interacao para longas distancias.

35



Capitulo 2

Eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw

e violacao da simetria de Lorentz

Desde o surgimento da teoria da relatividade especial e do eletromagnetismo de Maxwell,
todas as teorias fisicas ditas fundamentais supostamente devem exibir dois tipos de simetrias
consideradas “sagradas”: simetria de calibre e de Lorentz. A presenca destas simetrias fornece
a uma dada teoria certos principios fisicos que permitem a criacao de modelos para a descri¢ao
de fenomenos fisicos com alto grau de precisao experimental. Um exemplo disto é a descricao
atual da radiacao eletromagnética, ambos no dia-a-dia ou em aceleradores de particulas a altas
energias, que funciona com altissima concordéancia experimental e é formulada de modo a exibir
invariancia de Lorentz e de calibre. Porém, ao menos do ponto de vista tedrico, hé certas razoes
para se investigar possiveis violacoes destas simetrias.

Por exemplo, a invariancia de calibre no eletromagnetismo esta intimamente ligada a massa
nula do féton, de modo que a busca por uma quebra desta simetria esta relacionada a in-
vestigacao de uma possivel massa diferente de zero para o féton. Para ser mais preciso, a
invariancia de calibre do eletromagnetismo corresponde a invariancia das equacoes de movi-
mento sob a transformacdo A,(z) — A,(z) + d,A(x), denominada transformagao de calibre.
A densidade de Lagrangeana de Maxwell

1
'CEM = _ZFMVFMV )

com F,,, = 0,A,—0,A,, é claramente inalterada sob esta transformacao e, assim, exibe simetria
de calibre. Uma maneira possivel de se quebrar esta simetria no contexto da teoria cléssica

seria adicionar um termo de massa para o féton, que se acopla quadraticamente ao campo,
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obtendo a chamada eletrodinamica de Proca:

1 m?
EP: _Z “Z,FHV—F?AMAHI .
Porém, dados atuais advindos de medidas do campo magnético da Terra e de galdxias vizinhas

[17] impdem um limite superior muito pequeno para esta massa do féton,
m <3 x1073¢GeV |

0 que nos leva a crer que a invariancia de calibre do eletromagnetismo parece ser uma simetria
fundamental da teoria, preservada pelo menos na escala de energia acessivel aos experimentos
atuais.

Por outro lado, a simetria de Lorentz, que é muito bem estabelecida e confirmada pelos ex-
perimentos atuais, tem sido bastante contestada pelos fisicos tedricos recentemente. A questao
principal que motiva esse questionamento ¢é se a simetria de Lorentz é realmente uma simetria
fundamental e verdadeira no cenéario completo da teoria, ou se é apenas aproximadamente
verdadeira (i.e., verdadeira na escala de energia a qual temos acesso atualmente, mas quebrada
em uma escala de energias maiores a qual teriamos (ou nao) acesso experimental apenas no
futuro). A busca por violagoes desta simetria tem sido considerada nos ultimos anos como
bastante promissora, pois acredita-se que tais violagoes seriam manifestacoes fisicas da ainda
desconhecida teoria resultante da combinacao entre gravidade e teoria quantica - a chamada
gravitagao quantica.

O objetivo deste capitulo é apresentar um modelo de eletrodinamica cléssica com violagao
das simetrias de Lorentz e paridade proposto por S. Carroll, G. Field e R. Jackiw (que abre-
viaremos simplesmente por CFJ) em 1990 [17, 18, 19]. Depois de expor o modelo original
de CFJ, discutiremos algumas de suas consequéncias fisicas, bem como os resultados de sua
confrontacao com os dados experimentais atuais. A razao pela qual estamos apresentando este
modelo aqui é que, no proximo capitulo, apresentaremos uma nova proposta de eletrodinamica
com violacao de Lorentz, proposta esta inspirada na de CFJ mas com consideragoes fisicas e

consequencias fenomenoldgicas distintas.
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2.1 O modelo de CFJ

O modelo de eletrodinamica proposto por CFJ corresponde a uma modificacao da eletro-

dinamica de Maxwell por um termo do tipo Chern-Simons
1 * Y
*CCS - _§V/1,AV F y

que acopla o campo eletromagnético A, a um quadrivetor de fundo V,, cujo significado e
propriedades serao discutidos a seguir. Nesta expressao, *F" = %e“”o‘ﬁFag designa o tensor
de campo dual.

A origem deste termo do tipo Chern-Simons na literatura foi na busca por uma espécie
de “massa topoldgica” para campos de calibre em (2 4 1) dimensoes e nao tinha originalmente
relagdo com a busca por violagoes da simetria de Lorentz [20, 21, 22]. De fato, ocorre que
quando fenomenos eletromagnéticos sao confinados a um plano, tal como no efeito Hall quantico
e no fenomeno de supercondutividade a altas temperaturas criticas, é valida a aproximagao
de que nao hé dinamica na dire¢ao perpendicular ao plano. Neste caso, se o vetor externo
V), for escolhido como tendo componente nao nula apenas nesta direcao, a Lagrangeana Lcg
corresponde a uma eletrodinamica que é invariante de Lorentz em um espago-tempo (2 + 1)-
dimensional (i.e., boosts no plano de movimento deixam a dinamica inalterada). Porém, no
presente caso (3 4 1)-dimensional as consequéncias sao distintas: a invariancia de Lorentz é
quebrada e a invariancia de calibre depende da forma do vetor V,,, como veremos adiante.

Voltemos a eletrodinamica de CFJ. Ela é descrita pela seguinte densidade de Lagrangeana:

1 1
Lors = Lem + Los = —ZF,WF‘“’ - ZG“”‘“BVMAVFag : (2.1)

A idéia aqui é estudar um modelo com violacao da simetria de Lorentz mas que, por outro
lado, mantenha a invariancia de calibre intacta. Logo, o primeiro passo é determinar sob quais
circunstancias a Lagrangeana (2.1) é invariante sob uma transformagao de calibre AA,(z) =
0,A(x). Como Lg) é obviamente invariante, devemos nos preocupar apenas com Lcg, que se
tranforma como

1 1
ALcg = ZAE”WB&,VMFM = ZA(@VH — 9, V) FH . (2.2)

Para que tenhamos invariancia de calibre, deve ocorrer que ALqss = 0 para qualquer funcao
A(x), ou seja, deve ocorrer que

OV, — 9V, =0.
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A condicao acima ¢ satisfeita geralmente desde que V), seja o gradiente de uma fungao
escalar, i.e., V,(z) = 0,0(z), com #(z) sendo um campo escalar arbitrario. Entretanto, o uso
de um vetor de fundo desta forma traz consigo a questao natural de qual é a dinamica do
campo 6(x), quais sao as leis que governam esta dinamica, etc. Esta discussao é algo que
queremos evitar, e por isso sera conveniente procurar por outra alternativa mais simples que
preserve a simetria de calibre.

Uma outra possibilidade bastante mais simplista para preservar a invariancia de calibre da
teoria (e que foi empregada por CFJ em seu trabalho original [17]) corresponde ao caso em

que V), ¢ na verdade um quadrivetor constante em um dado referencial inercial, isto ¢,
V,, = const = 0V, =0. (2.3)

Sabendo que, num espago-tempo plano tipo Minkowski, quando o tensor 0,V,, zera em um
dado referencial inercial entao ele é nulo em todos os outros referenciais inerciais, segue que
ALcs = 0 para todo referencial inercial e a invariancia de calibre fica garantida *.

Porém, a presenca deste quadrivetor constante tem uma consequéncia fisica importante: ela
introduz, em um certo sentido, uma (quadri-)direcao privilegiada no espago-tempo, violando,
assim, explicitamente a simetria de Lorentz da teoria. Mais especificamente, se as componentes
espaciais V de V,, forem diferentes de zero, haverd uma quebra na simetria por rotagoes espaci-
ais (isto é, uma quebra da homogeneidade espacial), enquanto uma componente temporal nao
nula Vj destruira a invariancia por boosts da teoria. Estes efeitos afetariam inevitavelmente
os experimentos envolvendo o campo eletromagnético de forma que, se usarmos os dados ex-
perimentais atuais para impor limites na magnitude de V,,, estamos de certa forma testando a

validade da simetria de Lorentz em si no eletromagnetismo.

LA discussdo acima foi apresentada no background plano de Minkowski. A extensdo natural para o caso de
um espago-tempo curvo arbitrério seria feita definindo o quadrivetor V,, como “constante”no sentido covariante,
isto &, exigindo que ele tenha derivada covariante nula em todos os pontos: V, V), = 0. Porém, é bem sabido da
literatura que um vetor nao pode ter derivada covariante nula em todos os pontos de uma variedade curva. Esta
inconsisténcia vem do simples fato de que estamos demandando covariancia geral sobre uma teoria que viola
a simetria de Lorentz, por construcao. O que ocorre neste caso é que, ao introduzir uma diregao privilegiada
no espago-tempo, o vetor V,, determina também um referencial privilegiado (aquele no qual 9, V,, = 0). Assim,
segue que 0,V, — 0,V, = V,V,, = V,V,, = 0 neste particular referencial inercial e também em qualquer outro,

visto que W, = V,,V,, — V,V,, é um tensor nulo, assegurando assim a invariancia de calibre do modelo.
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Apenas a titulo de especulacao, vale mencionar que a aparicao desta quadridirecao privile-
giada no espago-tempo pode nao ser tao absurda quanto parece. O Universo, pelo menos como
visto do referencial da nossa galdxia, exibe de fato uma diregao privilegiada para o tempo (mas
nao para o espago, que nos parece homogéneo e isotrdpico), que é a dire¢ao definida pela 2¢
Lei da termodinamica. Este fato poderia a principio estar relacionado a presenca de um vetor

de fundo do tipo tempo da forma

VM = (‘/07 0) ) (24)

com V| constante. Apesar da discussao que segue neste capitulo ser feita, sempre que possivel,
para um quadrivetor constante V,, com componentes arbitrarias, ¢ interessante notar aqui que

para um V), da forma (2.4) a lagrangeana de Chern-Simons se reduz a

v
Log = —?OB A (2.5)

(B é o campo de indugdo magnética). Em especial, neste caso, além da simetria de Lorentz,
a simetria de paridade do modelo também é violada, pois Log é um pseudoescalar (resultante

do produto escalar entre um pseudovetor B e um vetor A).

2.2 Equacoes dinamicas e solucoes

As equagoes dinamicas para o campo eletromagnético no modelo de CFJ, na presenca de

uma fonte externa J*(x), tomam a seguinte forma:

8, F" = J” + V,"F (2.6a)

8, "F™ =0 . (2.6D)

Nota-se que a segunda equacao nada mais do que é do que a identidade de Jacobi, a mesma
que aparece no modelo de Maxwell (que decorre direto da definigao de F* e, por isso mesmo,
nao deveria ser influenciada pela presenca do vetor de fundo), enquanto que a primeira é uma
modificagdo nas equagdes de Maxwell com fontes, obtida como usual (via equagdes de Euler-
Lagrange) da Lagrangeana £ = Lcopy; — JYA,. Em particular, tomando a quadridivergéncia
de (2.6a) e usando (2.6b) vemos que a conservagao da carga aparece naturalmente como uma
condicao de consisténcia:

D" =0 .
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Em notacao tridimensional, em termos dos campos E, B e ainda das grandezas p = J°, J, VV°

e V, as equagoes (2.6) ficam:

V-E=p-V B (2.7a)
VxB-E=J—V,B+VxE (2.7h)
V-B=0 (2.7¢)
VxE+9B=0 (2.7d)

Note que para V), = 0 estas equacoes se reduzem as equacoes de Maxwell. Note também que
as equacoes sao todas expressas em termos dos campos E e B, deixando clara a invariancia de
calibre da teoria modificada de CFJ.

As equagoes homogéneas (2.7¢,2.7d), tal como no caso de Maxwell, sdo automaticamente

resolvidas introduzindo-se os potenciais escalar A° e vetor A segundo o ansatz

= VA" —9,A
= VxA.

Substituindo E e B acima no outro par de equagoes dinamicas, a saber (2.7a) e (2.7b), obtemos

as novas equagoes de onda satisfeitas pelos potenciais:

O0A4°+V-B=p (2.8a)
OA+ViB-VxE=1, (2.8b)

onde fixamos, por simplicidade, o chamado calibre de Lorentz através da condicao V-A+0,A° =
0. Nota-se das equagbes (2.8) um fato interessante da eletrodinamica de CFJ: se o vetor de
fundo tem componente espacial nao nula (V # 0), os setores elétrico e magnético da teoria se
“misturam”, isto ¢, o campo magnético B contribui para a determinagao do potencial escalar
AY enquanto o campo elétrico E afeta o potencial vetor A. Isto significa que uma densidade de
cargas estaticas p é fonte nao apenas de campo elétrico E, mas também de campo magnético B;
similarmente, uma densidade de corrente estacionaria J gera tanto campo magnético quanto
elétrico. Para o caso de um vetor de fundo da forma V,, = (Vp, 0) néo ocorre este acoplamento
entre os fenomenos elétricos e magnéticos, mas ainda sim os resultados fisicos sao distintos dos
correspondentes da teoria de Maxwell devido a presenca de V; na equacao para o potencial

vetor A.
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As equagoes de Maxwell modificadas na auséncia de fontes, correspondendo a p =0,J =0
em (2.7) ainda admitem solucdes tipo onda plana na forma E = Eye** B = Bge** desde que

as seguintes relagoes sejam satisfeitas entre k = (w, k), Ey e By:

(w? —K)Eq + (k- Eg)k = i(—Vpk + wV) x Eq (2.9a)
kxE
By = (2.9b)
w

Estas relagoes podem ser facilmente verificadas introduzindo-se o ansatz de solugao tipo onda
plana nas equagoes (2.7). Nota-se em particular que, exceto no caso em que V = 0, os vetores
Ey, By e o vetor de onda k nao sao necessariamente perpendiculares entre si como ocorre no
eletromagnetismo usual.

O proximo passo na sequéncia é obter a relacao de dispersao do modelo de CFJ, isto é,
a relacao entre w e k, que certamente diferird da relacao de dispersao usual da teoria de
Maxwell (wy; = |k|). Para isto, vamos antes obter o propagador do modelo, pois é bem sabido
da literatura que as relacoes de dispersao de um dado modelo correspondem aos pélos do
correspondente propagador [12]. Primeiramente, escrevemos as equagoes de onda (2.8) para

A% ¢ A de maneira compacta como
(O™ + P V30,) A, (z) = J*(x) . (2.10)

O propagador G*(x,2") = (A*(x)A”(2")) é definido da maneira usual como a inversa do
operador diferencial que aparece atuando em A, na expressao acima, isto é,

(Dn‘“’ + 6“"5)“/58,\) Gz, 2") = nt*ot(x —2') .

(0%
v )

Escrevendo a expansao de Fourier de GG, a saber,

/ d4k —ik(x—2") A «
Gua(iﬂ,fl?):/w@ MG (k)

obtemos a correspondente equagao no espago dos momenta:
(K +ie" P Vaky) G2 (k) = —nt . (2.11)
Para resolvé-la, consideramos um ansatz de solucao na forma

G.o(k) = A(k)n,® + B(k)k&™ + C(k)e,® VK + D)V, VO + E(k)(V,k* + V°k,) |

v v po
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com as fungoes A, B,C, D, E a serem determinadas. Quando introduzido na equacao (2.11),
este ansatz produz um sistema de equagoes simples cuja solugao é A(k) = k?[(k?)? + V2k? —
(Vk)?]7Y, B = AV?/(k*)? C = —iA/kK*,D = AJ/k* e E = —A(V - k)/(k*)%. Com isso, o

propagador do modelo pode ser escrito (no espago dos momenta) como

e 1 v . o
Gua(k) = % {(k2)277“ + V2kuky — ik €0ape VKT + K2V, Vi — (V- k) (V, ko + Vakl,)} ,
(2.12)
com () definido por
Q= (K> + V22 — (Vik)? . (2.13)

Conforme ja foi dito antes, as relagoes de dispersao correspondem aos poélos do propagador

Ga(z,2"). De acordo com a expressao (2.12), vemos que estes pélos correspondem a
k=0 — w=k|,

que nada mais é que o modo usual do eletromagnetismo de Maxwell (o qual é bem conhecido
e nao merece maiores discussoes aqui), e também aos valores de k,, que satisfazem a condigao
@ = 0, ou seja,

(B2 4+ V22— (V- Ek)?=0. (2.14)

A obtencao de uma relagao explicita entre w e k a partir desta equacao é bastante compli-
cada no caso geral de V# arbitrario. Porém, é possivel resolve-la para os casos especiais de V#
puramente tipo tempo ou puramente tipo espaco, de modo a ganhar uma certa intuicao fisica.
Para o caso de V' puramente do tipo tempo na forma V* = (V°0,0,0) com V° > 0, a equacao

(2.14) fornece
wi = /K2 £ VK| , (2.15)

enquanto para V' puramente tipo espaco, isto é, V# = (0, V), resulta em

1
Wl = |k + 5 [|V|2 + VI 4(V k)Q] . (2.16)
Nota-se em ambos os casos o aparecimento de dois modos distintos para os fétons do modelo
como consequéncia da presencga do vetor de fundo V. Os modos correspondendo a w, em ambos

0s casos sao estaveis, visto que neste caso wi > 0; entretanto, os modos w_ sao ambos instaveis,

no sentido que w? pode assumir valores negativos dependendo do valor de |k|, indicando a
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ocorréncia de algum tipo de dissipagao nesta escala de momentum |k|. As correspondentes

velocidades de fase U, = w/|k| e de grupo U, = dw/d|k| sao

/0
U(ﬁ,i = 1+ |¥| (217&)

olk| + VO

U . = 2.17b
5 9 /K £ VK| (2.170)
para o caso de V tipo tempo, e
oy VEE VIV AV kP 2150
e 2[k? 138a
k V -k)?

Ug+ = u 1+ ( ) (2.18b)

W4 4]k|2\/|V\4 +4(V - k)?

para o caso de V' puramente espacial.

H& também a possibilidade de resolver a relagao de dispersao (2.14) para w sem particulari-
zar a natureza das componentes de V* se este é suposto ser suficientemente pequeno, por meio
de uma expansao em série de poténcias de V. Conforme serd justificado pela confrontacao
com os dados experimentais na proxima secao, ocorre que o vetor de fundo V' deve de fato ser
bem pequeno em intensidade de modo a recuperar a teoria de Maxwell no regime de baixas
energias, e portanto uma expansao em poténcias de V' parece bastante apropriada do ponto de
vista fisico. Para isto, é conveniente reescrever a relagao de dispersao (2.14) na forma

|Vpgﬁe>*”

w? — k|2

w? — [k|* = £(VYk| — w|V]cos ) (1

onde 6 é o angulo entre os vetores V e k. Em seguida, expandindo o lado direito em poténcias

de V' e mantendo apenas os termos lineares em V' [V] segue que
Lo
we =~ k| + §(V —|V]cos®) . (2.19)

Nota-se novamente o aparecimento de dois modos distintos wi, mas com o detalhe de que
nao hé garantia de estabilidade de ambos os modos para valores arbitrarios de V° e V, visto
bos w? e w? pod tualment ir val tivos. Val tar també
que ambos wy e w? podem eventualmente assumir valores negativos. Vale comentar também,
apenas como verificacao de consisténcia dos resultados obtidos, que se colocarmos V = 0 ou
VY = 0 na expressao acima obteremos as correspondentes versoes das equagoes (2.15) e (2.16)

linearizadas em V° ou V, respectivamente. As velocidades de fase e de grupo neste contexto
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Sa0:
(2.20a)
Ugr~1 (2.20Db)

Apesar de nao haver nenhuma manifestagao de 1* ordem em V' na velocidade de grupo de ondas
planas, aparece um termo linear em V' na velocidade de fase e, mais do que isso, este termo
é diferente para os dois modos distintos wy (que, por sua vez, sao diferentes da velocidade
de fase do modo sem massa wy = |k| usual). Esta velocidade de propagacao distinta para
diferentes polarizacoes de ondas planas ¢ mais uma evidéncia de violagao das simetrias de
Lorentz e de paridade, correspondendo a um efeito de trirrefringéncia do vacuo que nao ocorre
no eletromagnetismo usual.

Por fim, vamos analisar o tensor de momentum-energia canénico do modelo. Ele é obtido

da maneira usual [10] a partir da Lagrangeana (2.1), e possui a forma
v o v 1 v af 1 KUY SV
O = —FUF", 4 20 P Foy+ = FIVV A, (2.21)

Tomando a quadridivergéncia (9,,) deste resultado e usando as equacoes dinamicas (2.6) é facil
ver que O" satisfaz

0,0M = J, M

e, em particular, na auséncia de fontes (J* = 0) ele é conservado:
0,0" =0 .

Vale ressaltar também que, devido a contribuigao do termo tipo Chern-Simons, ©*” acima nao
é simétrico em u, v e nem sequer pode ser simetrizado, pois sua parte antissimétrica nao pode
ser expressa como uma derivada total.

Outro ponto importante a ser notado é que o ultimo termo na expressao do tensor momen-
tum-energia envolve explicitamente A, e, portanto, nao é invariante de calibre. Visto que as
componentes de ©*” contém, por exemplo, as densidades de energia e momentum do campo
eletromagnético, aparentemente as grandezas fisicas neste modelo seriam dependentes de ca-
libre e o status de invariante de calibre da teoria simplesmente perderia o sentido. Vejamos

se isto de fato ocorre. As densidades de energia e momentum do campo escritas em notagao
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tridimensional sao

E2 + B2 0
E=0" = % + V?B A (2.22a)

i — QUi iV
P'=06 :(EXB)—F?B-A. (2.22Db)
Sob uma transformacao de calibre A* — A* = AA* = OFA, que é equivalente a AA? =
O\, AA = —VA, os termos que envolvem somente os campos E e B sdo obviamente invariantes

enquanto o termo B - A se transforma como
AB-A)=-V-(AB),

de onde vemos que ambas as densidades de energia e de momentum em (2.22) se transformam
por um termo que é uma derivada total. Desta forma, ao integrarmos em todo o espaco para
obter a energia £ e o momentum P do campo, ocorre que ambos os termos AE e AP? originarao
um termo de superficie que se anula no infinito espacial, de forma que AE = 0 = AP
Portanto, ao contrario do tensor momentum-energia, a energia e o momentum totais do campo
eletromagnético (que s@o as grandezas fisicas de fato) no modelo de CFJ sao sim invariantes

de calibre e a teoria permanece consistente neste aspecto.

2.3 Resultados experimentais e a intensidade do vetor
fundo

O objetivo desta secao é apresentar sucintamente os resultados da confrontacao do modelo
de CFJ com dados experimentais envolvendo a radiacao eletromagnética advinda de obje-
tos astrofisicos distantes, de acordo com o trabalho feito na referéncia [17]. O intuito desta
comparagao é impor um limite superior na intensidade do vetor de fundo V' (que é o objeto
responsavel pela modificagado do modelo de Maxwell) visto que, para que o modelo de CFJ
tenha qualquer chance de estar correto, ele deve concordar dentro do grau de precisao das me-
didas atuais com as previsoes da eletrodinamica de Maxwell, e tal concordancia s é possivel

se V for suficientemente pequeno em intensidade 2.

2A razao pela qual estamos reportando estes resultados obtidos em [17] aqui é que esta mesma analise e
determinacao de um limite superior para V#* serd realizada novamente no préximo capitulo no contexto do
modelo de CFJ randémico que sera proposto a seguir. Serd possivel entao comparar as ordens de grandeza dos

efeitos de violagao da simetria de Lorentz em cada um dos modelos.
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Baseados nos argumentos acima, admitimos de antemao que o vetor de fundo V' é sufici-
entemente pequeno de tal forma a garantir a validez da aproximagao linear para a relagao de

dispersao discutida na ultima secao, que escrevemos como
1
k| =wF §(VO — |V]cosf) (2.23)

com os sinais — e + correspondendo, respectivamente, a ondas planas monocromaticas com
polarizacao circular a direita e a esquerda.

Consideremos a propagacao de uma onda plana monocromatica de polarizagao linear ao
longo de uma diregao arbitraria. Como sabemos, a priori esta onda pode ser decomposta como
uma superposicao de duas ondas planas monocromaticas circularmente polarizadas a direita e
a esquerda. Conforme mostraremos logo a seguir, visto que os dois modos circularmente pola-
rizados se propagam com velocidades de fase distintas ® (U, 4 e U, _), a diredo da polarizagao
da onda original tende a rodar suavemente conforme a onda viaja pelo espago em um efeito
similar & chamada rotacao de Faraday [16].

Com o intuito de ver claramente este efeito de rotagao da direcao de polarizagao, vamos
considerar por simplicidade uma onda linearmente polarizada em uma dada direcao e que se
propaga na dire¢ao x. Para nao carregar demais a notagao, ignoraremos a natureza vetorial e
denotaremos a onda simplesmente por W. Sendo linearmente polarizada, esta onda pode ser
decomposta como uma superposicao de duas ondas circularmente polarizadas, uma a esquerda
(Up(z,t) = e'F+2=“D) e outra a direita (U (z, t) = /*-77“D) onde ky = wF1(V°—|V|cosb)).

Sendo 0, a diferenca de fase relativa entre W, e W, esta decomposicao tem a forma

U(x,t) = Wp(z,t)+ePUp(a,t)

ei(k+x—wt) [1 + ei@oei(kp—k#)x] ] (224)
Apds se propagar por uma distancia L em um intervalo de tempo 7', a onda acima terd a forma

Y

\I](.ZE + L,t+ T) _ ei(k+(x+L)—w(t+T)) |:1 + ei96i(k7—k+)x]
onde a nova diferenca de fase # = 0y + Af é diferente da inicial por um valor Af dado por
A0 = (k- — k)L =—V"—|V]|cosO)L . (2.25)

Esta mudanca na fase relativa entre os dois modos circularmente polarizados é independente

do comprimento de onda A, e seu efeito fisico, obviamente, é o de ocasionar uma rotacao na

3Este fendmeno é conhecido na literatura como birrefringéncia circular.
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direcao de polarizacao da onda original. Este angulo de rotacao é tao maior quanto maior for
a distancia L viajada pela onda, e a principio poderia ser observado nas medicoes de radiacao
advinda de objetos astronomicos muito distantes (radiogaldxias, quasares, etc.).

Utilizando dados de redshifts dos catélogos de radiogalaxias, Carroll, Field e Jackiw [17]
estudaram a variacao nos angulos de polarizacao da radiacao advinda destes objetos com
relacao a sua polarizacao inicial e concluiram, com um grau de confianca de 95%, que a variacao

Af nao pode ser maior que 6,0° =~ 0, 1 rad, isto €,
AG<0,1. (2.26)

Visto que as distancias L da Terra as referidas radiogaldxias sao da ordem de grandeza de
~ 1/Hy (Hp é a constante de Hubble, cujo valor atual em unidades naturais A = ¢ = 1 é

Hy ~ 3.107 %8s ~ 107*GeV), segue da equagao (2.25) que
VO — |V]cosf <107 GeV (2.27)

que ¢ um limite superior baixissimo * para os efeitos do vetor de fundo V. Para se ter uma
idéia de quao pequenos seriam estes efeitos de violacao da simetria de Lorentz compativeis
com a restrigao (2.27), basta notar que este valor é véarias ordens de grandeza menor do que
o atual limite superior para a massa do féton (m ~ 1073°GeV) e do que o limite de precisao
dos experimentos atuais. Assim, baseado nos dados astrofisicos de objetos distantes, é seguro
afirmar que a simetria de Lorentz é preservada e que o modelo de CFJ nao é capaz de predizer
nenhum resultado fisico detectavel nos dias de hoje.

No préximo capitulo apresentaremos um modelo alternativo inspirado pelo modelo de CFJ
para violagao da simetria de Lorentz e, apds discutirmos algumas de suas propriedades, es-
tudaremos novamente o limite de detectabilidade de seus efeitos com base nos experimentos

disponiveis atualmente.

4A analise feita aqui foi bastante simplista, baseada apenas em ordens de grandeza, de modo a ndo tornar

a leitura desagradavel. Uma andlise mais cuidadosa foi feita em [17] e resultou em
VO —|V]cosh < 1,7.10"*2hg GeV

onde hg = Hy/100km.s~1.Mpc~! é uma constante adimensional cujo valor experimental atual estd na faixa

0,5 < ho < 1,0.
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Capitulo 3

Modelo de CFJ randémico com

invariancia de calibre

3.1 Preliminares

O objetivo deste capitulo é investigar um modelo de eletrodinamica com violacao das sime-
trias de Lorentz e paridade do tipo Carroll-Field-Jackiw (CFJ), inspirado pelo modelo original
(2.1), porém de um ponto de vista diferente. O chamado vetor de fundo V,,, responsével pela
violagao das simetrias mencionadas, é aqui suposto flutuar de maneira estocastica, possivel-
mente como consequéncia de flutuagoes randomicas na métrica do espago-tempo na escala de
energia onde efeitos quanticos da gravidade seriam notaveis (em outras palavras, nos célculos
abaixo V), serd tratado como um vetor V,(z) cujas componentes sao campos randémicos com
propriedades estatisticas a serem especificadas). O interesse neste modelo estd no fato de
que seus efeitos poderiam, a principio, ser testados no laboratério em um modelo analogo de
matéria condensada utilizando meios randomicos para simular a caracteristica randomica do
vetor de fundo V,, tal como na proposta [4].

Um ponto importante a se salientar é que a presenca de um termo tipo CFJ na lagrangeana
com V,, = V,(z) claramente pode quebrar a invariancia de calibre da teoria. No entanto, seria
interessante construir um modelo conforme justificado acima, mas que ainda se mantivesse

invariante de calibre. Seria isto possivel? Vejamos o efeito de uma transformacao de calibre

49



A, — A, + 0, sobre o termo de CFJ randomico na lagrangeana:

V()" P A, Fog — V(2)e*P A, Fop + V. (2)e™*P0,AF,4
= V,(2)e"*P A, Fp + 0, [V, (z)e™ P AF,p)

—Vu(m)Aﬁy[e“”aﬁFag] — [e“"o‘ﬁﬁyvu(x)]AFaﬁ )

O segundo termo no lado direito da expressao acima contribui apenas com um termo de
superficie na acao e é, portanto, fisicamente irrelevante. O terceiro termo é identicamente nulo
dado que o tensor antissimétrico F,z satisfaz a identidade de Bianchi. Portanto, vemos que o
termo de CFJ randomico proposto possui ainda invariancia de calibre desde que V,,(x) satisfaca

a

P9,V (x) =0 . (3.1)

Conforme discutido no capitulo anterior, a condi¢ao acima ¢ satisfeita para qualquer vetor V,,
da forma V,(z) = 0,0(x). Porém, um vetor com esta forma nao é conveniente para o presente
modelo pois traria consigo problemas com relagao ao procedimento de médias randomicas.
Por esta razao, adotaremos para V' uma forma mais simples e apropriada ao procedimento de
médias (mas que naturalmente satisfaz a condigao (3.1) e, portanto, mantém a invariancia de

calibre intacta). Esta forma serd enunciada explicitamente na préxima segao.

3.2 O modelo proposto

O modelo proposto neste trabalho para uma eletrodinamica do tipo CFJ com flutuagoes

randomicas no vetor de fundo é dado pela seguinte lagrangeana:

1 1
L=—"F,F"— ZVu(x)euyaﬂA,,Faﬂ -

; 0, A" | (3:2)

1
2
f)/
onde v é uma constante de fixacao de calibre e o vetor de fundo V# sera tomado como tendo

a forma

Vi(z) = (Vo(2"), Vi(a'), Va(a?), V3 (%)) (3.3)

em um dado referencial inercial, com cada uma de suas componentes sendo campos randomicos

de uma tnica varidvel real. Além disto, estes campos s@o escolhidos (por simplicidade) como
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possuindo distribuicao Gaussiana com correlagoes do tipo ruido branco, i.e.,

(Vo(2")) =0 (Vo(a")Vo(2")) = 058 (2 — ) (3.4a)
(Vi(zh) =0 (Vi(z")Vi(a")) = ofo(a! — ™) (3.4b)
(Va(a?)) =0 (Va(a?)Va(2")) = 030(2® — ) (3.4c)
(V3(2”)) = 0 (Va(2”)V3(2"®)) = 030(2” — ") | (3.4d)

com as médias de ordem superior sendo dadas por expressoes analogas as equagoes (1.4). E
trivial checar que a escolha de V,(z) da forma (3.3) satisfaz a condi¢ao (3.1) e, com isso,
garante que o modelo seja invariante de calibre.

Utilizando o fato de que F,, = 8,4, — 9,A,, a agdo S = [ d*zL associada & lagrangeana
(3.2) pode ser escrita como

1 11—
S — 5 /d%Au(x) [n“”D + . Toror + el“’ﬁo‘vﬁ(x)aa] A, (z)+(termos de superficie) . (3.5)

A variacao de S com respeito a A, produz a seguinte equagao dinamica:
[nWD + 1_778#8” + eﬂ”ﬁavﬁ(x)aa} A (x)=0. (3.6)
Sera conveniente reescrever esta equacao em forma matricial como
LO+LMYA=0, (3.7)

onde L LM sio as matrizes com componentes

1 —

LO#(z) = D0 + — Lo (3.8)
Y

LW () = BV, (2)0, (3.8b)

e A é a matriz coluna composta pelas componentes do quadrivetor A, (x).

O propagador da teoria é obtido a partir da equagao dinamica (3.7) como sendo dado por
G=(LO+LW)" . (3.9)

Se o vetor de fundo V), é suposto ser suficientemente pequeno em intensidade, o propagador G
pode ser obtido perturbativamente por meio de uma expansao em poténcias (série de Dyson)
de LM:

G=GY_gOoOrWg® L cgOLOGOLOGO Lo ((L(l))3) ’ (3.10)
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onde definimos o propagador livre G = (L®)~!.
O préximo passo ¢ tomar a média sobre todas as possiveis realizacoes para os campos
estocasticos contidos em V() (e portanto em LW). Usando as equagdes (3.4) ¢ facil ver que

LM possui média randémica nula ((L™M) = 0) e, com isso,
(G) =G +GW, (3.11)
onde G ¢ o termo livre de randomicidade e G é a correcdo randomica, definida por
GW = <G(O)L(1)G(O)L(1)G(O)> +0 ((]L(l))4) : (3.12)

Nosso objetivo é determinar os elementos de matriz de G no espaco de coordenadas em
funcao dos elementos de matriz de G(?). Nos restringiremos a ordem 2 na expansio perturbativa
(pois a préxima correcdo nao nula é de ordem 4, dado que (LM) = (LM)3) = ... =0). A

equagao (3.12) neste caso fica

G(l)‘“’(aj, r') = /d4x1d4x2G(0)“p(x,x1) <L(1)p’\(:r:1)G(0)/\T(x1, xg)L(l)Te(x2)> G(O)e (29,2 .
(3.13)
No apéndice C mostramos, usando as equacgoes (3.4), que a média que aparece na expressao

acima resulta em

(LY @) G 1, 2) LI ) ) = oBee070xs

2 2p)\6627'0x5

( ) (21, 22)
1PN TNG (1] — 23) () 5G h (1, 22) Doy +
o2e ( ) (w1,72)

( ) (21, 72)

2 _3pAB 3710x 3
o5€ P eTIX (2] — x5

Usando ainda o fato de que G (z, 2') depende apenas da diferenca entre os dois pontos e,

assim, admite uma expansao em série de Fourier em x — 2/, i.e.,

(0)pv / d*k —ik(z—z") A (0) v
GO (x,2") = 0 )46 G (k) ,
™

mostramos também no Apéndice C que a equagao (3.13) se reduz a

d*k N A
GO (aa) = [ Gy E W), (314
™
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onde G ¢ a correcao no propagador no espaco dos momenta, que ¢ dada por

dk?’o

3 OO0 (K0 )

é(l)uu(k) _ _kﬁkaé(o)up(lﬂ)é(o)eV(k) |:0_(2)€0p)\56079a/
grePAelTie / C;iﬂé(olf(ko, KK R+
m
2 2073 2r0a k" é(o) 0 1.1 7,2 1.3
o€ Ve o (K R RS R )+
0_263;))\6637'904/&,3@(0) (kO k?l k’2 k/3):| (3 15)
3 o AT ’ ’ ) ' :

E importante notar que, apesar do vetor de fundo V), (z) flutuar de maneira independente em
cada uma das 4 diregoes do espaco-tempo, o que poderia ocasionar uma possivel inomoge-
neidade na estrutura espago-temporal, a corregao (3.14) no propagador depende apenas da
separacao entre os dois pontos z,z’ e sugere que a homogeneidade pode sim ser mantida no
presente modelo. Este fato tera implicagoes fisicas importantes, como veremos na sequéncia.
O propagador livre GO (z 2') é facilmente obtido para valores arbitrarios da constante

de fixacao de calibre v (veja Apéndice C) como sendo dado por

y Ak ey —1 y kH kY
GOn (m,x’):/<2ﬂ)4€ k( )ﬁ " — (1 —7) | (3.16)

Para os cdlculos a seguir serd conveniente trabalhar no chamado calibre de Feynman (v = 1),

onde temos simplesmente

. —
GO (k) = 1::72 . (3.17)

Neste calibre, a corregao (3.15) assume a forma simples

é(l)#v(k) _ iNxrkpka o2 OAB OTve 2 eluABlrva
200y | R = (R - ()
€21AB 2Tva (BuAB 3rva

2

2

R e TV GO (R

(3.18)

3.3 Interacao entre cargas no modelo de CFJ randémico

Nesta secao investigaremos as consequéncias do modelo de CFJ randomico proposto na

secao anterior para a interacao de vacuo entre distribuicoes de cargas estaciondrias. Para isto,
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consideramos duas cargas pontuais estaticas qi, g2 situadas em aj,as, descritas pela quadri-

corrente
JH(x) = 0" [10° (x — a1) + 0% (x — ag)] . (3.19)

A energia de vacuo devido a presenca das duas cargas é obtida da forma usual por meio da

expressao

: 1 4, 4 1 Y / /
E = lim ﬁ/d zd ' J, (x)(GY* (x,2") ], (2") , (3.20)

que vem da andlise da forma do funcional gerador Z[.J] no limite 7" — oo, analogamente ao
que foi feito no capitulo 1. Substituindo a corrente (3.19) e descartando as autoenergias de
cada uma das cargas (i.e., os termos com ¢, g5) obtemos, apés integrar sobre as duas fungoes
delta,

Eipy = lim % dtdt’ [(G)O(t, a1; ', az) + (G)(t, ag; ', a1)] -

—00

Escrevendo
<G>00(t, ar; t,, az) _ / dwd?)k/(27T>4e—z‘w(t—t’)+ik~(a1—az) <G>00 (w7 k)

(e similarmente para o outro termo que aparece no integrando), podemos facilmente integrar

sobre dt' para obter 2rd(w). Realizando em seguida a integral sobre dw, segue que

Eint — lim q14> /dt d3k eik-(a17a2) |:<é>00(w =0 k) 4 <é>00(w =0 —k)
T—oo 2T (2m)3 ’ ’

Notando que [dt = fiFﬁQ dt = T e, ainda, que (G)®(w,k) = (G)*°(w, —k) (no calibre utili-

zado), obtemos

By = B2 / Pk (GY(0, k) | (3.21)
(2m)?

onde a = a; — az ¢ o vetor que conecta as duas cargas.

Conforme visto anteriormente (veja equacio (3.11)), (G*) tem duas contribuicdes (uma
livre e uma correcao randémica), isto é, (G#) = GO + G - Consequentemente, a energia
de interagao (3.21) terd também duas contribuigoes, Ef,?z e El(iz, referentes a interacao de vacuo

livre e a corre¢ao randomica, respectivamente. Vamos analisar a seguir estas duas contribuicoes

separadamente.

3.3.1 O termo livre: interacao Coulombiana

No calibre de Feynman, o propagador livre é dado pela expressao (3.17), de onde segue que

GO%0(y k) = —1/(w?® — k?). Desta forma, o termo de vécuo livre para a energia de interacao
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entre as cargas fica

E»(O) _ 4192 /dgk ik~aé(0)00 0. k) — q192 /d3k€
(NCTEN 0.5 =G5 K2

ik-a

Escolhendo convenientemente um sistema de coordenadas tal que a separacao a entre as cargas
esteja sobre o eixo z e passando a integral para coordenadas esféricas usuais de forma que

k-a=Fkacosf (6 é o angulo polar) é facil mostrar que
/ d*ke™? /k* = / dkdfde sin fe™* <=0 = 272 /.
Com isso, a energia de interacao fica dada por

EV(a) = % . (3.22)
Ta

Esta é a bem conhecida interacao Coulombiana entre duas cargas pontuais, como era de se
esperar.
A correspondente forga entre as cargas é proporcional ao inverso do quadrado da distancia

entre elas e ¢ dirigida ao longo da linha as conecta:

0 qq
0 0 1492 .

Como de costume no eletromagnetismo, esta forga de interacao é atrativa para cargas de sinais

opostos e repulsiva para cargas semelhantes.

3.3.2 A correcao randomica

A corregao randomica ao propagador livre é dada (no calibre de Feynman) pela expressao

(3.18). Em particular, para u = v = 0 ela fica

5(1)00 _ i 2 (k?)* + (k) o2 (k)2 + (k%)
G (w, k) = 2(w? — k2)2 [ 1 \/wQ — (k)2 — (k)2 M \/wQ — (k)2 — (k%)2
()P ()
T o= (e - (2

Desta forma, a primeira corre¢ao randomica nao nula ao potencial de Coulomb (Effji calculado

acima) serd dada por

B\ = éf)??) / d*ke™*GMY(0, k)
_ %@ 3k e'ka 2 k2)2 £3)2 2 k1)2 k3)2 2 k12 k2)2
= o | Peggay TVEP + 0 + VIR + B2 + o)+ (2]
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A integral que aparece na expressao acima é problematica devido ao pélo do integrando em
k| = 0, que certamente ocasionard alguma divergéncia. Com o intuito de regularizar este
. ﬁ . ’ . . d . A 1 . d d 2 d . d

infinito, serd conveniente introduzir um parametro regularizador de massa m? no denominador

e, apenas no final das contas, fazer m — 0, ou seja,

ik-a
n 4192 3 € [2 272 312 2 12 32
Eint = ggoz(zﬂ)g/d k(k2+m2)2 o1/ (k2)2 + (k%)% + o5/ (K1)? + (K3)

(kT2 + (k)2 (3.24)

Escolhendo o sistema de coordenadas (tal como antes) de forma que a = aZ e usando coorde-

nadas esféricas usuais, obtém-se

ika cos 6

(7 +m

ED = iy D& / dkdOdok? sin 0

wnt M0 2(271')3

|:0'1 \/k2 sin? @ sin® ¢ + k2 cos? 0

+03 \/k‘2 sin? 0 cos? ¢ + k2 cos? 0 + o5 \/k2 sin? § cos? ¢ + k2 sin? 0 sin® ¢

BT 4192 k3 thue 2, [ain2 2 cos2
= m»0227r / dk:/ du/ dgb 7y {01\/sm @ + u? cos? ¢

—|—<7§\/cos.2 ¢+ u?sin® ¢ + o3vV'1 — uﬂ :

onde a nova variavel de integragao u = cos 6 foi introduzida no tltimo passo. Usando a férmula
de Euler para escrever e*“® = cos(kua) + i sin(kua), vemos que a integral em u do termo com
sin(kua) é igual a zero, pois o integrando é uma fungao impar de u. Para o termo com cos(kua)

o integrando é uma funcao par de u e, portanto, podemos escrever

0 Q1QQ / / dqb {gl\/s1n2¢+u2COS2¢+Ug\/COSQ¢+U2sm ¢
m—>

k3 cos(kua)
2
+O'3 1-— UQ] A dkm .

7O

A integral dk na expressao acima contém toda a dependéncia na distancia a entre as cargas,
e pode ser resolvida para m arbitrario com o auxilio de um software matematico. Ao tomar o
limite m — 0, segue que

_ * k3 cos(kua) 1 a )
A}Lno i dkm =—5-7~ Inu— lna—o — nllanO [Inmag + O ((mao)?)] (3.25)

onde somamos e subtraimos um termo constante In ag (ay é uma constante nao nula arbitraria
com dimensao de comprimento) de modo a manter adimensionais os argumentos dos logaritmos.
Na expressao acima, o stmbolo “O ((mag)?)” denota termos do tipo (mag)?, (mag)? In(mag)?, . . .,

todos os quais tendem a zero para mag — 0.
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E possivel ver da expressao (3.25) que o procedimento de regularizagdo acima separou
o termo divergente —Inmag do termo fisicamente relevante —In 2 (o tnico dependente da
distancia a entre as cargas). Os termos independentes da distancia dardo origem a constantes
aditivas (infinitas!) na energia de intera¢do, mas que nao contribuem para a forga de interagao
entre as cargas e podem ser eliminadas por uma simples reescala no zero de energia. Portanto,

para os nossos propoésitos, podemos escrever

, > k3 cos(kua) a
7}111_{10 ; dkm = — lna—o -+ const.

e, com isso, a corre¢ao randoémica ao potencial de Coulomb fica dada (a menos de constantes

aditivas independentes de a) por

2
EY = <q21q2 / du / do [al \/51n2 ¢ + u2 cos? ¢ + o5 \/0052 ¢ + u?sin? ¢
7T QAo

+03 V1-— UQ}

q192 a
= ——=1 d
(2m)3 Yo Qo / !
a
= —q1qQ2 (0510'% + 0520'3 —+ 0430'3) lIl a— s (326)
0
onde E(x) = ﬂ/ 2 dé+/1 — 22 sin” € é a funcdo eliptica completa de primeira espécie, e definimos

as constantes

2

1
5 ) u+ o32mV/1 —u2]

u

0T4E(V1 — u?) + 034E (

m = o /0 (VI =)

, 4 ! u? — 1
gy = (2703/0 duE( 3 )u

1 1
- V1—u2 .
Qs @ )2/0 du U

Nota-se da definigao da fungao eliptica E(x) que

u? —1 /2
ulE ( - ) / dG\/UQ )sin?§ = /0 df\/1+ (u? — 1) cos2

= / d@’\/l—(1—u2)sin26”:E(\/1—u2)
(na passagem da primeira para a segunda linha fizemos 0’ = 7/2 — ) e, portanto, a; = ag. O

0

valor de «; é facilmente obtido:

d9\/1— — u?) sin 9—1é ,
T
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onde integramos primeiramente sobre u, e em seguida sobre 6. Ja o cdlculo de a3 é elementar

e resulta em

1 1 1 /2 1
=— | du/1-w2=—— dfcos®d = — .
= 2n)e /0 Y RGP /0 o 167

Obtemos, portanto, curiosamente, que

1
=y =03 = —— . 3.27
ar= 4= 167 ( )
Logo, a correcao (3.26) no potencial de Coulomb assume uma forma bastante simples:
1 q192 a
Efni(a) = - (‘7% + 05+ Ug) 16n lﬂa—o . (3.28)

Nota-se que as intensidades das flutuagdes nas componentes espaciais de V,(z) (0%, 03, 03) apa-

recem todas com o mesmo peso na correc¢ao (3.28), enquanto nao ha contribuigao da flutuacao
te t 1 (02). O na imento de of a0 nao é moti it
na componente temporal (o7). O nao aparecimento de o na corre¢ao nao ¢ motivo para muito
espanto, tendo em vista que trata-se de uma distribuicao estdtica de cargas e o2 caracteriza a
presenca de uma dire¢ao temporal privilegiada. J4 o fato de que as contribuigoes de o7, 03, 03
possuem todas o mesmo peso, aliada ao fato de que a energia depende apenas da distancia
a entre as cargas, € uma manifestagao fisica da preservacao da homogeneidade espacial pelo

modelo em questao, conforme mencionado anteriormente.

A correspondente corregao Fl(nlt) na lei de forca (3.23) neste caso fica

OE;,)(a) ag
1 mn 142 .
Fi(a) = — =202 = (o + 03 + 03) 7o-a. (3.29)

E importante notar que as correcdes randomicas (3.28), (3.29) caem mais lentamente com a
distancia a do que as correspondentes quantidades livres (3.22), (3.23) e, com isso, tendem a
dominar a interacao entre as cargas para distancias suficientemente grandes. Além disso, o
carater atrativo para cargas opostas e repulsivo para cargas iguais, ja manifesto no termo livre

para a energia, € aqui preservado.

3.4 Atomo de Hidrogénio no modelo de CFJ randdémico

O objetivo desta segao é um estudo do espectro do dtomo de Hidrogénio no contexto do
modelo de CFJ randomico proposto neste capitulo. Dado que a energia potencial de Coulomb

usual para a interacao entre duas cargas pontuais é modificada na presenca de um vetor de
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fundo randomico para a expressao !

= D Dy, T (3.30)

Vi) 4mr 16w ry
o atomo de hidrogénio - constituido por um préton e um elétron interagindo eletromagnetica-
mente - neste modelo certamente deve apresentar propriedades fisicas distintas das usuais obti-
das via interagao Coulombiana. Na equagao acima, utilizamos a abreviagao o = 0% + 03 + 03;
além disso, denotamos por ry a constante arbitraria ag com dimensao de comprimento que
aparece na equagao (3.28).

Introduzindo o potencial (3.30) com ¢; = e,q2 = —¢ (e = 8,54 x 1072 é a carga do elétron

em unidades de A = ¢ = 1) na equagao de Schriédinger estaciondria, somos levados a uma

equacao de autovalores e autovetores para o operador Hamiltoniano

H=Hy+W, (3.31)
onde definimos
. 1 e?
Hy=-——V?— — .32
0 2mV A7y (3.32a)
W0, (3.32b)
=g°"—In— . )
160 g

O operador Hy é o bem conhecido Hamiltoniano do dtomo de Hidrogénio em sua forma usual,
correspondendo 4 interagao Coulombiana entre o elétron e o préton. J& o operador W contém
as informacoes relativas a presenca do vetor de fundo e é proporcional & intensidade o2 das
flutuagoes randomicas quadraticas de V,,. Por simplicidade, as correcoes de estrutura fina,
hiperfina e demais corregoes relativisticas do &tomo de Hidrogénio usual nao serao levadas em
conta na andlise que segue. Porém, vale mencionar que, visto que os efeitos de quebra da sime-
tria de Lorentz devem ser muito pequenos (inclusive se comparados as corregoes relativisticas
mencionadas!), tais corregoes entrariam somente no operador ]:IO e nao afetariam em nada o

procedimento perturbativo e as conclusoes a serem obtidas no final desta se¢ao.

1Se preferir, de modo a garantir que V(r — oo) = 0, o leitor pode redefinir o potencial V (r) como o limite

A — 0 do potencial

q192 29192 _xp/r r
Vir)=—""—-0"—"¢ °ln —
A(r) 4ar 167 o

onde o limite A — 0 fica subentendido a ser tomado no final dos cdlculos. Todos os resultados apresentados

nesta se¢do permanecem inalterados para esta escolha de V().
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Tendo em vista que V), deve ser bem pequeno em intensidade de forma a nao contradizer

2 ¢ uma quantidade certamente pequena;

os resultados dos experimentos atuais, ocorre que o
logo, podemos afirmar que W < Hy e, com isso, o estudo do Hamiltoniano H acima admite
um tratamento perturbativo em poténcias de W usando teoria de perturbagoes independentes
do tempo, método bastante comum encontrado em livros-texto de mecanica quantica [23].
Antes de proceder com este estudo perturbativo, serd importante relembrar os bem conheci-

dos autovalores e autofuncoes de Hy. As autofuncoes normalizadas sao dadas, em coordenadas

esféricas, por [23]:

2N\ (n—1—=1! /2r\' 2

onde ag = 1/mc€e* é o raio de Bohr (em unidades i = ¢ = 1), L?(z) sao polinoémios associados

de Laguerre, Y},,(0,¢) s@o harmonicos esféricos e os nimeros quanticos n,l,m assumem o0s
valores n = 1,2,3,..., 1 =0,1,....n—1em = —I[,...,l. As primeiras destas fungoes sao
dadas explicitamente na Tabela 3.1. Os autovalores associados as autofungoes V¥,,,,, acima sao

independentes dos niimeros quanticos [ e m e vém dados por (A= 1)

o) _ _mect 13,6V

" 2n? n?

(3.34)

Obviamente, todos os estados com n > 1 sao degenerados devido aos varios [, m associados a
um mesmo 7.

~ ~ . d . . O
3.4.1 Correcoes randomicas aos niveis de energia E,(L>

Vamos agora ao estudo perturbativo dos efeitos randomicos contidos no operador W sobre
Hy. O interesse aqui 6 investigar apenas as corregoes randomicas EY nos niveis de energia
(E,(LO) da equacao (3.34)) do dtomo de Hidrogénio. As corregoes nas autofungoes podem ser
obtidas utilizando os métodos padrao de mecanica quantica, mas nao serao explorados aqui
neste trabalho.

O nivel n = 1 é nao degenerado, correspondendo unicamente ao estado fundamental |11¢).
Sua energia é

EY = _13,6eV . (3.35)

A corregao de primeira ordem nesta energia devido a uma perturbagao W é dada pelo valor
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n [ m Q/anm(ﬁ 97 ()0)

1/0] 0 —A_e7/a0
/ma?
1 o —r/2ap
210 0 e (1-%)e
2111 0 L1 o=7/200 oog0
4 27ra8 ao
21141 I e=r/2a0 gip fetiv

31110 8L1/23( )’" ”3‘10(:089
0

301 +1 r ) T or/3a0 giy et
81 Trao
3120 e /30 (3 cos? 0 — 1)
81 67ra3 aO
312 +1 L__r2o—r/3a0 gin @ cos Pet™®
81 7ra0 ag
32| £2 L__ 1 er/3a0 gin? fet2ie

1624/ 7wad %

Tabela 3.1: Autofuncoes do atomo de Hidrogénio livre (ﬁo) paran =1,2,3.

médio da perturbagao no estado [1q), isto é,

Y = (1h100|W [th100) = /dBXﬁoo(X)W(XWloo(X) -

Resolvendo a integral acima em coordenadas esféricas com 199(r, 0, ) dado na Tabela 3.1 e

W dado pela equacio (3.32b), obtemos

2 /9 3
BY= 62 (mZ2 1y -2, (3.36)
' 167

onde v é a constante de Euler-Mascheroni (v = 0,577216...). O significado do subindice s
introduzido na notacao ficara claro na sequéncia.

O nivel n = 2 é degenerado de grau 4, correspondendo aos estados |WUy) = [than0), |Va) =

As corregoes de primeira ordem em W a esta energia, de acordo com a bem conhecida teoria
de perturbagoes estaciondrias para niveis degenerados, sao dadas pelos autovalores da matriz

de perturbacao 4 x 4 W;; definida por

Wi = (U, |W|T;) = /d3x\p;(x)W(x)\pj(x) (i, =1,2,3,4) . (3.38)
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Substituindo as fungées de onda U, apresentadas na Tabela 3.1 e a expressao (3.32b) para W,

obtemos as seguintes componentes para a matriz W:

Como esta é uma matriz diagonal, seus autovalores sao imediatamente determinados, e iden-

tificamos diretamente duas corregoes distintas para a energia (3.37):

2 9
EW— 2% (o, 2 3.39
2 25
BV 2 (o, 20 3.39b
2P 7 16n nao 7 12 ( )

A primeira destas corregoes corresponde ao estado |ihag0) (isto é, aquele com [ = 0), enquanto a
segunda corresponde aos 3 estados [¢a1,,) (isto é, os estados | = 1) 2. Aqui aparece o primeiro
efeito notdvel da presenca do vetor de fundo randomico V), para o dtomo de Hidrogénio: a
degenerescéncia no nimero quantico orbital [ é quebrada.

Sera conveniente analisar também o préximo nivel, n = 3, a fim de verificar esta quebra de

degenerescéncia. Ele é degenerado de grau 9 e corresponde aos estados [Wy) = |1)300), | Vo) =

|¢31—1>7 |\I]3> = |1/)310>7 |\Ij4> . |?/)311>7 |\Ij5> = |w32—2>a |\IIG> = |77Z)32—1>7 |\P7> = |¢320>7 |\P8> = |¢321>

[§ ’\I/9> = ‘w322>. O valor da energia Se1m a perlurba(;ao é
E 3 = ] , 51eV , 3.40

e a correcao perturbativa de primeira ordem é novamente dada pelos autovalores da matriz de
perturbacao W;; definida em (3.38), onde agora temos 7, j = 1,2, ...,9. Substituindo cada uma

das fungoes de onda ¥; e a perturbagao W é possivel determinar cada uma das componentes

2 A notagao utilizada para distinguir as duas correcoes em (3.39) é baseada na notagao espectroscépica para
os estados do atomo de Hidrogénio, onde estados com [ = 0 correspondem a orbitais tipo “s”(1s,2s,...),l =1

corresponde a orbitais tipo “p”(2p, 3p,...), | = 2 corresponde a orbitais tipo “d”(3d,4d,...), etc.
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da matriz W;;, que sao:

e? 27 8

Wy = —o'—(In;—+~v—3

& 7 16x (n3a0 7 3>
e? 279 31
Wo = Wy=Wy=-0"—|In——+v- =
22 33 = T U16w(n3a0+7 12)

2 2r 49
Wss Wee = Wi = Wsg = Woyg o 167 (n?)ao +7 20)
Wy = 0 (i#]).

Tal como no caso n = 1, W é novamente uma matriz diagonal e, por esta razao, podemos ler

seus autovalores facilmente. Neste caso, ha 3 diferentes corregoes perturbativas ao valor (3.40).

Sao elas:
2 2r 8
EW = _52°% (2o, 2 3.41
e T G (3-41a)
2 2r 31
BV = 2% (1p2oy 2 3.41b
39 = 7 Tr (M3, T T 12 (3-41b)
2 2r 49
EW = ;2% (2o, 27 3.41
307 "7 T6x \M3ay 1T 20 (3-41c)

A primeira corresponde ao estado com [ = 0 e por isso recebe o indice s. A segunda corresponde
aos 3 estados que possuem [ = 1 e por isso recebe o indice p. Por fim, a iltima esta associada
aos b estados com [ = 2 e por isso é designada pelo indice d. Estes resultados confirmam
claramente o efeito de quebra da degenerescéncia em [ do atomo de Hidrogénio no modelo de
CFJ randomico.

Poderiamos estender esta andlise para todos os demais niveis n = 4,5, ..., mas é suficiente
parar por aqui. Um ponto importante a ser notado é que em todas as correcoes perturbativas
obtidas (equagoes (3.36),(3.39) e (3.41)) aparece uma constante aditiva

o?e? 270 3
A=-— =0 4y 2
16w(na0+7 2) ’

que vem da arbitrariedade na escolha da constante ry que aparece na corre¢ao randomica a
lei de Coulomb. Naturalmente, esta constante aditiva em todos os niveis de energia nao se
manifesta em nenhuma das frequéncias de transi¢do (como veremos adiante) e pode inclusive
ser feita nula, sem perda de generalidade, com uma escolha apropriada para 7o 3. Esta escolha
para 1 é particularmente conveniente pois nao altera a energia de ionizagao (energia do estado

fundamental) do Hidrogénio.

3A saber, temos A = 0 se ro = % exp(3/2 — 7).
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Nivel | EY” (livre) | E."(corregao) | Estados
n=1 —13,6eV A 1s
n=2 | —3,40eV | 2= (In2+ %) +A 25

"12622 (ln2+%)—i—A 2p
7= (n3+ )+ A 3s
n=3 | —1,5leV | Z< (In3+2)+A | 3p
e (m3+2)+A | 3d

Tabela 3.2: Corregoes randomicas de ordem mais baixa aos primeiros niveis de energia do

atomo de Hidrogeénio.

Um sumadrio dos resultados obtidos e discutidos acima ¢é apresentado de maneira mais

instrutiva na Tabela 3.2.

3.4.2 Correcgoes nas frequéncias de transicao e comparagao com os

dados experimentais

Na ultima secao foram calculadas as correcoes randomicas de mais baixa ordem aos primei-
ros niveis de energia do atomo de Hidrogénio. De posse destes resultados, podemos obter as
corregoes nas frequéncias de transigdo (também conhecidas como frequéncias de Bohr) entre
estes primeiros niveis. Lembramos que a frequéncia de transigao entre dois estados, inicial (7)
e final (f), é definida como o médulo da diferenga Ey — E; entre as energias dos correspon-
dentes niveis dividido pela constante de Planck h = 27h = 27, de forma que teremos duas

contribuigoes distintas — uma livre e uma correcao randomica — para v, :

0 1
Viesf = Vi(H)f + erzf , (3.42)
onde
E(O) _ E.(O)‘
o _ | f {
EWD _ E(1)|
1 _ | f {
Vip = —— - (3.43Db)

Porém, antes de prosseguir com o calculo das frequéncias, lembramos que nem todas as

transicoes sao permitidas de ocorrer entre diferentes estados do atomo de Hidrogénio. As
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Tipo de transicao | (nim) (n'l'm')
1s <> 2p (100) | (21-1), (210), (211)
1s <> 3p (100) | (31-1),(310), (311)
25 ¢ 2p (200) | (21-1), (210), (211)
25 ¢ 3p (200) | (31-1),(310), (311)
(21-1) | (32-2), (32-1), (320)
2p » 3d (210) | (32-1), (320), (321)
(211) | (320), (321), (322)
35 > 2p (300) | (21-1), (210), (211)
3s ¢ 3p (300) | (31-1), (310), (311)
(31-1) | (32-2), (32-1), (320)
3p < 3d (310) | (32-1), (320), (321)
(311) | (320), (321), (322)

Tabela 3.3: Transi¢oes (nlm) <> (n/l'm’) permitidas entre os trés primeiros niveis do atomo de

Hidrogeénio.

Unicas transigoes |Unim) <> |Unrmy) permitidas sao aquelas que satisfazem as seguintes regras

de selegao [23]:

' = 1+1

m = mm=El1.

Para os trés primeiros niveis (n = 1,2, 3), ao levar em conta a regra de selegao sobre | obtemos
as seguintes classes de transicoes permitidas: 1s <> 2p,1s <> 3p,2s < 2p,2s <> 3p,2p <
35,2p <> 3d,3s <> 3p e 3p < 3d. O efeito da regra de selecao sobre o niimero quantico m é
s6 o de eliminar algumas possibilidades dentro de cada uma das transi¢oes acima mencionadas
(por exemplo, dentre as transi¢oes do tipo 2p <+ 3d (I = 1,I’ = 2), é proibida pelas regras
de sele¢ao a transigdo |¢a1_1) <> |1391), pois esta corresponde a m = —1,m' =1 = m + 2).

. : 0 - 1
Porém, como as energias Eﬁb ) e suas correcoes Efl )

nao dependem de m, podemos proceder com
a analise das frequéncias de transicao atentando apenas para o nimero quantico [. Na Tabela
3.3 apresentamos detalhadamente todas as transi¢oes possiveis entre os niveis n =1, 2, 3.

Vejamos inicialmente as transigoes do tipo 1ls <> 2p. A frequéncia natural dos fétons
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emitidos/absorvidos nestas transigoes é

0 0
o |EY - B

18(—)2]) - 27T

=1,62eV = 2,47 x 10%Hz | (3.44)

onde utilizamos o fato de que 1eV = 1,52 x 10'° Hz no sistema de unidades naturais utilizado.

A correcao randomica a este resultado é

(1) (1) 9 9
(1) . ’EQ,p_ELs, _i g€ In?2 1 A —A
Visozw = o o6 (et ) T
2 ¢’ 7 -5 _2
= o (24 5 ) =205 %1077, (3.45)

onde na ultima passagem usamos o valor da carga do elétron em unidades naturais (e =
8,54 x 107%) e ¢ deve ser expresso em Hertz (Hz). Aqui fica claro que a constante aditiva A
nos niveis de energia nao carrega consigo nenhuma consequéncia fisica.

Para as transicoes 1s <+ 3p, a frequéncia natural é

0 0
©) —|E§)_E§)|—193v—292 105 17 3.46
Vls<—>3p_T_ y JoeV = 2, X 2 ( )

enquanto a corre¢ao randomica ¢é igual a

(1) e8] 2 9
(1) :M:iae In3 BY . A_A
Viscrap o or | T6r \ 20T 1) T
2
5 € 13 B 5 9
- (ln3+ﬁ)—5,04><10 o . (3.47)

A préxima classe de transicoes é 2s <+ 2p. Estas transicoes nao ocorrem na teoria livre 4,
isto é,

sy =0, (3.48)

pois s@o transigoes entre o mesmo nivel de energia (n = 2). Porém, com a introdugao dos efeitos

randomicos do vetor de fundo V), e a quebra da degenerescéncia em [, transi¢oes espontaneas

entre estes estados podem ocorrer com frequéncia dada por

0 5 9 -
(1) |E2,p - E2,5| 1 |o%e | 7 o‘e 3
= Pt =— 24 ) +a-T5 (m242) - A
Vosesop o o7 | 167 n2z-+ B + 16m n2 -+ 1
2
- 0—2# = 0,385 x 107502 . (3.49)
T

4Na verdade, se levarmos em conta as correcoes de estrutura fina, hiperfina e demais correcoes ao dtomo
de Hidrogénio veremos que os niveis de energia nao sao fungoes apenas do ntimero quantico principal n e,
portanto, transigoes do tipo 2s <+ 2p sdo sim possiveis de ocorrer espontaneamente. Este fato nao influencia
em nada a analise que segue adiante, pois estamos preocupados apenas com o papel das corregoes randémicas,

e sera simplesmente ignorado, por simplicidade.
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Para ambas as transicoes do tipo 2s <> 3p, 2p < 3d e 3s < 2p, temos uma frequéncia

natural dada por

O _ O
o o o B — B
25¢>3p 254»3d 352p ot

=0,301eV = 0,457 x 10 Hz . (3.50)

Ja as correcoes randomicas a cada um destes valores sao distintas: para o primeiro tipo, a

correcao €

(1) (1) 2 2 2 2
(1) o |E3,p_E2,s|_ I |o%e n3 1_3 A—Ue In2 § _A
V2s03p o o 1o W0 T2 ) T 67 \ "7
2
_ 2 ¢ 3 1Y _ —5 2
= O 327‘(‘2 <ln§ + g) = ].,71 x 10" %0 , (351)

enquanto que para o segundo tipo ela vem dada por

W _ g

E 1 |o%e? 19 o2e? 7
T o - B W Aol PN LA BN 2+ -] -A
Vapersd o or | 167 <n * 20) AT TR
2
g € 3 11 5 9
In-—+4+—)=1,78x10 3.52
0327r2(n2+30> et (3:52)
e, para o ultimo tipo, temos
(1) (1) 2,2 2,2
) :M:iae In3 Ty _oe In 2 K8 A
Vsserzp o o [16m W0 6) T 16 U 12
2
2 € 3.7 —5 2
= In-+4+—) =228 x10 . 3.53
0327r2(n2+12) eex e (3:53)

Por fim, restam as transicoes dos tipos 3s <+ 3p e 3p <> 3d, ambas as quais sao impossiveis

de ocorrer espontaneamente ° no dtomo de Hidrogénio usual (livre), isto é,

© © . =0. (3.54)

V33<—>3p = V3p<—>3d -

Todavia, devido & presenca do vetor de fundo randomico V,,, ambas as classes de transigoes se
fazem possiveis para o atomo de Hidrogeénio, e com frequéncias distintas: no primeiro caso, a

frequeéncia é

(1) (1) 2 2 2.2
(1) ’Egﬂ, — E373| 1 |oce | 13 oce 7
= 0 = — 3+ — A — In3+-1] —A
Bscr3p o o | Tor WP ) TR T e \ MG
2
_ 2 & -5 2
= 0 m = O, 192 x 10 >0 s (355)

5Aqui vale a mesma observacdo feita na pagina anterior para o caso das transicoes do tipo 2s < 2p.
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Transicoes | Frequéncia natural w® | Correcao randémica w®
1s < 2p 2,47 x 10V Hz 2,95 x 107°02
1s <> 3p 2,92 x 10Y°Hz 5,04 x 107502
25 <> 2p 0 0,385 x 10~°02
2s <> 3p 0,457 x 1015 H =~ 1,71 x 107502
2p <> 3d 0,457 x 10 H =~ 1,78 x 107202
35 ¢ 2p 0,457 x 10 Hz 2,28 x 107°02
3s <+ 3p 0 0,192 x 10~°¢2
3p <> 3d 0 0,308 x 10~°¢2

Tabela 3.4: Corregoes nas frequéncias de transicao entre os trés primeiros niveis do dtomo de

Hidrogénio.

enquanto no segundo caso temos

1) _ p()
E;,— E57| 1 |o%e? 19 o2e? 13
1) :|3,d 3pl _ 1 |0°€ I i A — m3+ 2} A
Vaperad o or | 167 (n * 20) AT TR
2
- aQﬁ = 0,308 x 107502 . (3.56)
n

Antes de prosseguir, apresentamos na Tabela 3.4 uma compilagao dos resultados (3.44)-
(3.56) com o intuito de elucidar as ordens de grandeza envolvidas, bem como seu significado.
Nas corregoes apresentadas nesta tabela, o2 estd supostamente expresso em Hertz (Hz).

O préximo passo é comparar as correcoes randomicas apresentadas na Tabela 3.4 com
os dados experimentais atuais para as medidas de transicoes do atomo de Hidrogénio. A
intencao desta comparacao é impor um limite superior na intensidade das flutuagoes randomicas
(0?) baseado na precisio dos resultados experimentais. Afinal, como as medidas de altissima
precisao do espectro do Hidrogénio sao muito bem explicadas teoricamente por um modelo
sem quebra da simetria de Lorentz, qualquer efeito de violacao desta simetria deve certamente
estar dentro da faixa de erro experimental atual (caso contrario, ja teria sido detectado). Em

particular, isto vale para as corregoes nas frequéncias de transigao:
v <6u (3.57)

Y

onde dv é a incerteza experimental na medida da frequéncia livre v, isto é, Veap = v+ 6.
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Os dados experimentais atualizados sobre as frequéncias de transicao do atomo de Hi-
drogénio podem ser encontrados na referéncia [24]. Os valores apresentados levam em conta as
correcoes de estrutura fina, corregoes de recuo devido ao movimento e ao raio finito do nicleo
atomico (relativistic-recoil corrections), corregdes devido a polarizacao do nicleo e corregoes de
eletrodinamica quantica (polarizagao do vacuo, etc.)[25].

O objetivo aqui é apenas um estudo qualitativo das ordens de grandeza envolvidas a fim
de estabelecer uma estimativa para a ordem de grandeza de o2. Assumindo que a precisao dos
aparelhos de medida é aproximadamente a mesma para todos os tipos de transicao possiveis
(pelo menos entre os primeiros niveis), podemos proceder a anélise para apenas uma destas
transicoes possiveis e o resultado se manterd, pelo menos em ordem de grandeza, para as
demais.

Por simplicidade, escolhemos analisar as transi¢oes entre os mais baixos niveis, isto é,
aquelas do tipo 1s <+ 2p. O valor medido para a frequéncia dos fotons emitidos no decaimento

dos estados 2p para o estado fundamental 1s, segundo a referéncia [24], é

Vop, jp—1s1 s = 2,4660603553431(24) x 10" Hz (3.58)
para o caso de estados p com momento angular total j =1 +s=1/2e

Vopy jp—1sy s = 2,4660713243847(24) x 10" Hz (3.59)

para o caso de estados p com j = 3/2. O importante a se notar de (3.58) e (3.59) é que a
incerteza experimental das medidas ¢ dada por 0,0000000000024 x 105 Hz ~ 2,4 x 10® Hz,
isto é,

SVsesop = 2,4 x 10° Hz |
Logo, segue da equagdo (3.57) que

) <24x10° Hz,

Vls<—>2p ~

ou ainda, substituindo 1/&3_)21? dado na Tabela 3.4, a saber VE)HQP = 2,94 x 107502, obtemos

2,95 x 107°0% < 2,4 x 10° Hz = 02<8,1x10" Hz .
Serd mais conveniente expressar o resultado acima em unidades de giga-elétrons-volt (Gel/),
usando o fato de que 1GeV = 10%V e ainda leV = 1,52 x 10" Hz (no sistema de unidades

utilizado). O resultado é:

0?2 <5,4x 107 GeV . (3.60)
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Nota-se de imediato uma enorme diferenca (25 ordens de grandeza) entre este resultado e
o limite superior para manifestacoes de quebra de simetria de Lorentz no modelo de CFJ
(equagao (2.27)).

Este limite superior aparentemente grande para os efeitos de V,, randomico pode ser apenas
um reflexo do método utilizado para a estimativa de sua intensidade (via 4&tomo de Hidrogénio),
i.e., nao devemos excluir a possibilidade de que uma analise utilizando outros métodos mais
apropriados (como, por exemplo, a investigacao original de CFJ usando radiacao advinda de
objetos astrofisicos distantes) possa resultar em uma intensidade algumas ordens de grandeza
menor para o2. Por outro lado, devemos mencionar que este resultado pode significar também
que os efeitos randomicos do vetor de fundo neste modelo sao, de fato, muito mais intensos que
aqueles previstos pelo modelo de CFJ e, neste caso, seriam mais provaveis de ser detectados

por experimentos de maior precisao que os atuais.

3.5 A presenca de um solendide infinito no modelo de
CFJ randomico

Um fato ja mencionado anteriormente neste capitulo, e que pode ser observado na expressao
(3.28), é que a intensidade o2 das flutuagdes na componente V; do vetor de fundo nao aparece
na correcao randomica a lei de Coulomb, possivelmente por se tratar da interagao entre uma
distribuicao estatica de cargas. Com o intuito de investigar que tipo de consequéncia fisica
estd associada a o2, vamos estudar nesta se¢ao a presenca de um solenéide infinito no modelo
de CFJ randomico.

Um solendide de altura infinita e raio R é um objeto bastante conhecido do eletromagne-
tismo de Maxwell, e caracteriza-se por um campo magnético que é constante e uniforme em sua
regido interior (B, = B2) e nulo na regido exterior (B, = 0). E facil verificar [28, 29] que

este campo magnético pode ser descrito de maneira equivalente pelo seguinte quadripotencial:

g(()? _y7za0) se p = \/WS R
%(07_%3@0) Sep:\/m>R,

onde ®p = BrR? é o fluxo magnético total sobre a superficie do solendide.

Agol ('I) -

. ~ , ~ 1 . .~
O interesse nesta secao é estudar a correcao Agol( ) 1o potencial na regiao externa ao so-

lendide, isto é, na regiao p > R, correcao esta devido a presenca do vetor de fundo randémico.
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Para isto, vamos considerar a aproximagao de solenéide muito fino R — 0 (mas com B — oo de
tal forma que &5 = const.), também conhecida como aproximagao de corda de Dirac. Neste
caso, podemos ignorar o potencial na regiao interna e nos referir ao potencial do solendide
simplesmente como

dp

AQN (z) = W(O, —y,2,0) (3.61)

onde introduzimos o sobreindice “(0)”na notagao para o potencial para lembrar que este é o
resultado obtido na teoria de Maxwell e manter a notacao consistente com o restante deste
trabalho.

O primeiro passo em direcao a obtencao da correcao randomica AS)%” ao resultado (3.61)
¢ encontrar a quadricorrente J! (x) correspondente a este solenéide muito fino. Isto pode ser
feito lembrando da relacdo usual entre qualquer potencial classico A% e sua correspondente

quadricorrente [16], a saber
AO(g) — / A2/ GO (5 )] () | (3.62)

onde GO (z, ") é o propagador do modelo (neste caso, o propagador de Maxwell). Escrevendo
a expansao de Fourier usual de cada uma das fun¢des AV#(z), GO# (z,2") e J,(2') e fazendo
algumas integracoes simples obtemos a seguinte versao no espaco dos momenta da equagao

acimas:

A (R) = GO ()T, ()

onde A© GO ¢ J sao as transformadas de Fourier de A©, G© e J, respectivamente. Esta
expressao permite obter a transformada de Fourier da corrente J a partir do conhecimento da

transformada do potencial A, isto é,

Jo(k) = (GO7), (K)AC= (k) .

roa

Trabalhando no calibre de Feynman, onde (veja Apéndice C) o propagador de Maxwell no

espago dos momenta possui a forma é(o)“l’(/{) = —n" /k* e, portanto, sua inversa vem dada
por (G(O)fl)m(k) = —k>n,,, a expressdo para J assume a forma simples
J, (k) = —k*n,o AV (k) . (3.63)

Para o caso do solendide muito fino, para obter J,_, (k) precisamos apenas calcular a trans-

formada de Fourier de Aga(x) dado pela equagao (3.61) e substituir na expressao acima, isto
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é, precisamos calcular

sol sol

fl(o)a(k) = /d%eik"”A(o)a(x) )
As componentes 0 e 3 sao obviamente nulas, ou seja, fl(o)o(k‘) = A(O)g(k) = 0. A componente

sol sol

1 é dada por:

o1, _ _®» iwt—kpr—kyy—koz Y
Asol (k) = —%/dtdaj’dydze Y m

@y 19 o ek
= —ﬁ27‘(’(5(&))27’(’(5(l€z) <—;%> /d XLT,

onde definimos x; = (z,y) e ki = (ks, k). A integral que aparece acima pode ser calculada

e—ixL«kl
2 2
xl—i-m

somando-se um parametro regularizador m? no denominador (a integral [ d*x; ja foi
calculada anteriormente no Apéndice B e é igual a 2 Ky(m|k,|)) e no final tomando o limite
m — 0. Ap0ds tomar este limite, aparecera uma divergéncia logaritmica aditiva do tipo Inm
que serd destruida pela derivada 0/0k,, e o resultado final serd simplesmente

ky
kif?

AOY k) = i(27)2® 56 (w) S (k)

sol

O célculo de Ai‘;}z ¢é bastante similar e resulta em

ks

A2y = —i(27r)2<1335(w)5(kz)w .

sol

()

Podemos compactar todos estes resultados e escrever o quadrivetor A

CO1mo:

DR (K) = — (2P0 ()5(k.) (0,ky, —ka. 0) (3.64)

(note que utilizamos uma das propriedades da funcao delta de Dirac para escrever —k? =
—w? + |k, |? + k? no denominador ao invés de |k |?). Substituindo (3.64) em (3.63) obtemos

finalmente a corrente associada a presenga do solenéide (no espa¢o dos momenta) como sendo:

Jou(k) = i(2m)*@pd(w)d(k.) ik, — m2ks)
= i(27)* @RS (w)d(k,)(0, —k,, k., 0) . (3.65)

Obviamente, se quisermos obter a corrente J,_,(x) no espago de coordenadas, basta tomar a
transformada de Fourier inversa, mas isto nao serd necessario para os nossos propoésitos.
Agora que ja temos em maos a corrente associada ao solendide, estamos aptos a calcular

o potencial produzido na regiao externa a um solenéide no modelo de CFJ randomico. Isto
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serd feito usando novamente a relagao entre o potencial A%, ¢ a corrente J,_, neste modelo (o

ol

andlogo da equagao (3.64)), que no espago k é dada por
Aby(k) = (G") (k) o (K) - (3.66)

Note que a diferenca entre a expressao acima e a correspondente no modelo de Maxwell é a
presenca do propagador médio (é) (a0 invés do propagador de maxwell G () fazendo a conexao
entre A e J. Lembramos que o propagador médio (equacéo (3.11)) possui uma contribuicéo

de Maxwell e uma correcao randomica, isto é,
(G) (k) = GO (k) + GO (k)

onde GO (k) = —n* /k? (no calibre de Feynman) e

C;Y(].),ul/ (k) _ in)\TkBka 0_2 GOMABEOTVQ _ 0_2 eluAﬁelTVOé
227 |7 W 0 - (k2R - ()2
62/0\5 627'1/(1 €3M>\/3 637’1/04

2 2

CVEP =P =P R = (P = (P

do solenodide também tera duas contribuigoes distintas:

n
sol

Logo, o potencial A

Al (k) = A% (k) + Ak (3.67)

sol sol

onde flg“ (k) = GO (k)J,. (k) é o ja bem conhecido potencial do solendide na teoria de

Maxwell (dado por (3.64) ou, equivalentemente, por (3.61) no espaco de coordenadas) e a
(M

correcao randomica A,

(que ¢ nosso objeto de interesse) é dada por

A (k) = GO (), (K) - (3.68)

sol

Apbs substituir GW# (k) dado logo acima e J,_, (k) dado pela expressao (3.65) (veja os de-
talhes no Apéndice C), resulta a seguinte expressao para a contribui¢ao randomica ao potencial

do solendide:

AWy = 2020 (02 — i02)0(w)d (k=) (o, ig _—""3 0) . (3.69)
ko [k

Tomando a transformada de Fourier inversa deste resultado (veja Apéndice C), obtemos a

correspondente expressao no espaco x:

. o Y —x
AV ) = (102 + 02) =L | 0, , 0 . 3.70
sol ( ) ( 0 3) 47T \/x2+y2 \/1'2—|—y2 ( )
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De posse do resultado acima podemos agora calcular o campo magnético produzido na

regiao externa ao solendide no modelo de CFJ randomico:

By =VxA,=VxAY1vxaAal.

sol sol

Obviamente, temos Bsog =Vx Agg% 0, que nada mais é que o resultado da teoria de Maxwell.
Entretanto, o termo randomico Asol no potencial possui rotacional nao nulo, como pode ser
visto substituindo a expressao (3.70):

P
B) = v x AY(z) = (i0? + 03)4—32 : (3.71)

sol T

onde p = y/x? 4+ y? é a distancia ao eixo de simetria do solendide.
O resultado (3.71) possui duas peculiaridades que merecem serem discutidas. A primeira é
a presenca do termo imaginario no campo magnético B( ) ; naturalmente, este termo nao tem

significado fisico nenhum e, por isto, deve ocorrer que

0, (3.72)

Q
[l N}
Il

ou seja, a componente temporal do vetor de fundo randomico deve ter média quadratica nula
(VO(z)V (2')) = 0) 5. Vale comentar aqui que esta associagao da componente zero de V,
com problemas fisicos nao é de grande surpresa até mesmo no caso bem estudado onde V), ¢
tomado como constante (modelo do tipo CFJ): conforme pode ser visto nas referéncias [26, 27|,
a presenca de um vetor de fundo tipo tempo traz consigo problemas de causalidade (efeitos
taquionicos), além de violar a unitariedade do modelo.

Ja a segunda observacgao ¢é evidente: um solendide infinitamente longo e fino no modelo de
CFJ randomico possui sim um campo magnético nao nulo na regiao externa ao solendide. Este
campo tem sua origem relacionada exclusivamente com a presenga do vetor de fundo V' e (com
a condigao de consisténcia o3 = 0) ¢ proporcional a flutuagiao o2 na componente z do vetor de
fundo (V3), além de cair linearmente com a distancia ao eixo e apontar na mesma diregao do
campo dentro do solendide:

BY =52 "B5 (3.73)
T

6Como V? ¢ um campo randémico com distribui¢io Gaussiana, suas médias de ordem par superior (4,6, . ..)
sao todas combinagoes de produtos destas médias quadraticas e, portanto, sao também todas nulas. Visto que

as médias de ordem fmpar sdo todas nulas, a afirmacio o2 = 0 é equivalente a dizer que V°(z) = 0.
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Em particular, acreditamos que a presenca do campo na regiao externa ao solenéide poderia
gerar uma forga de atragao/repulsao sobre outro solenéide colocado paralelamente, mas este é
um resultado que precisa ser checado. O fato importante aqui é que este efeito sem analogo
no eletromagnetismo usual de Maxwell poderia servir também como uma possibilidade de

verificagao dos efeitos de violagao da simetria de Lorentz neste modelo.
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Conclusoes e Perspectivas

Na primeira parte do trabalho, que consiste no estudo de um campo de Klein-Gordon com
flutuagoes randomicas na velocidade e na massa do campo, calculamos perturbativamente o
efeito de ordem mais baixa nos parametros de randomicidade sobre a interacao entre diferentes
tipos de distribuigoes estacionarias de cargas concentradas em branas de dimensao arbitraria. O
tipo escolhido de correlagao para as flutuagoes randoémicas resultou em correcoes perturbativas
que sao consistentes apenas para um numero impar de dimensoes espaciais. Tendo em vista
esta relacao de consisténcia, alguns casos particulares de maior apelo fisico foram analisados em
3 dimensoes espaciais, como as correcoes ao potencial de Coulomb entre duas cargas pontuais, a
interagao entre duas linhas de carga e entre dois planos carregados, e a interagao entre dipolos.
Em todos os casos, as corregoes randomicas as energias de interagao decaem mais lentamente
com a distancia de separagao do que a correspondente energia de interacao livre, sendo este
um indicio de que a validade da abordagem perturbativa utilizada se torna questionavel acima
de uma certa escala de distancias.

Ainda com relacao a este modelo de campo escalar com efeitos randomicos, investigamos
também a possibilidade de construir uma teoria efetiva linear em 3+1 dimensoes para os efeitos
randomicos de segunda ordem na velocidade e na massa do campo. A Lagrangeana efetiva
resultante possui derivadas temporais de ordem superior (ordem 5 para um campo sem massa,
todas as ordens pares para mgy # 0), e estd associada a efeitos fisicos dissipativos tais como
a evanescéncia de ondas planas. Acreditamos que esta Lagrangeana efetiva sera importante
para o estudo de problemas normalmente dificeis de se tratar na teoria randomica original, em
especial o efeito Casimir, cujo estudo estd em andamento [30].

Na segunda parte do trabalho, apresentamos um modelo de eletrodinamica invariante de
calibre com violagao das simetrias de Lorentz e paridade devido a presenca de um vetor de

fundo que flutua randomicamente em torno de um valor médio nulo. Apds obter a corregao
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randomica de ordem mais baixa ao propagador de Maxwell, obtivemos a corre¢cao randomica a
lei de Coulomb entre duas cargas pontuais e observamos que o modelo proposto pode preservar
a homogeneidade e isotropia espaciais em tais interacoes, mesmo para um vetor de fundo nao
homogéneo. Além disto, utilizamos esta correcao randomica a interacao Coulombiana para
estudar as correcoes perturbativas ao espectro do atomo de Hidrogénio quantico neste modelo
e, por meio de uma comparagao com os dados experimentais atuais das frequéncias de transigao
do Hidrogénio, impusemos o limite superior de 0% < 1077 GeV para os efeitos deste vetor de
fundo randomico.

Por fim, ainda no modelo de eletrodinamica acima mencionado, investigamos os efeitos
randomicos relacionados a presenca de um solendide muito longo e fino e concluimos que
surge um pequeno campo magnético nao nulo na regiao externa ao solendide; este campo cai
linearmente com a distancia radial e aponta na direcao do eixo do solendide, e sua existéncia
poderia ser explorada em uma possivel busca por efeitos fisicos deste vetor de fundo randomico
(como, por exemplo, corregoes ao efeito Aharonov-Bohm).

Outra perspectiva futura interessante é a extensao das ideias apresentadas na segunda
parte deste trabalho para o caso do campo gravitacional. Isto pode ser feito baseado no bem
conhecido modelo de gravitacao com quebra da simetria de Lorentz, caracterizado por um
termo do tipo Chern-Simons com um vetor de fundo constante na acao de Einstein-Hilbert da
relatividade geral [31]. Apés considerar o vetor de fundo como uma varidvel randéomica que
flutua em torno de um valor médio nulo (analogamente ao caso analisado), a idéia é proceder
similarmente ao que foi feito neste trabalho. Em particular, acreditamos que os resultados
obtidos para a correcao randomica a lei da gravitagao universal possam ser relevantes para a
explicacao das curvas de rotacao de galaxias. Este trabalho ja estd em andamento e apresenta
uma série de dificuldades em relacao ao presente caso, a maioria delas relacionada a questao

da definicao de médias randomicas em espagos-tempos curvos.
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Apéendice A

Variaveis e campos randomicos: uma

revisao

Este apéndice é reservado a uma breve revisao sobre alguns dos objetos matematicos que
serao utilizados nos demais capitulos e que terao um papel importante para o desenvolvi-
mento deste trabalho !. Especificamente, o objetivo aqui ¢ definir os objetos conhecidos como
variaveis randomicas e entao generalizar esta definicao para os chamados campos randomicos;
em seguida, introduzir os conceitos de média de uma varidvel /campo randomico bem como de
distribuicoes de probabilidade, com particular énfase na distribuicao do tipo Gaussiana. Com
o intuito de nao tornar a leitura desagradavel, sera apenas uma discussao breve e sem rigor

matemaético, baseada nas referéncias [1, 2, 3].

A.1 Variaveis randomicas (Gaussianas

No estudo de probabilidade e estatistica, uma varidvel randémica (ou varidvel estocéstica)
é uma variavel cujo valor observado é sujeito a variagoes aleatdrias, podendo assumir diferentes
valores — cada um com uma determinada probabilidade — dependendo do resultado de uma
dada observacao. Um exemplo bastante simples consiste no arremesso de um dado: o nimero
de pontos na face superior do dado é uma varidvel randomica que pode assumir qualquer

um dos valores inteiros de 1 a 6, todos com a mesma probabilidade (mesmo para arremessos

IEste é um apéndice complementar cuja leitura nao é indispensavel para o desenvolvimento do restante do

trabalho.
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idénticos).

Uma varidvel randomica pode assumir valores discretos (como é o caso no exemplo do
dado) ou pode assumir valores em um conjunto continuo, sendo neste caso chamada de varidvel
randomica continua. Esta ultima corresponde a classe de variaveis na qual estaremos interessa-
dos. Uma dada varidavel randomica continua X que assume valores z em um conjunto arbitréario
T é totalmente especificada por meio da sua funcao distribuicao de probabilidade P(x), que é
definida por [1]

P(x) =P{X <z}, (A1)

W

onde P{e} denota a probabilidade de ocorréncia do evento “e”. A distribuigdo P ¢ construida
de modo a ser nao negativa,

P(x)>0 VzeT,

e normalizada

/T P(z)dr =1.

Obviamente, P(z)dz corresponde a probabilidade de X assumir valores entre = e x + d.
A partir da funcao distribuigdo P(x), podemos definir o valor médio (ou valor esperado)

de qualquer fungao Y (X) de uma dada varidavel randomica X como

(Y(X)) = /TY(x)P(x)dx : (A.2)

onde Y () que aparece no integrando é o valor da varidvel randémica Y (X) quando X assume

o valor z € T. Em particular, para Y(X) = X ou Y(X) = X? temos:

(X) :/T:EP(x)dx (A.3a)
(X?) = /T$2P(x)dx : (A.3Db)

Na analise que segue nesta se¢ao, o conjunto 1" dos valores possiveis para a variavel randomica
X serd tomado como o conjunto dos nimeros reais (pois esta serd a situacao de interesse
fisicamente), isto é, T'= R, e vamos simplesmente omitir o subscrito 7" das integrais.

Uma fungao de distribuicao de grande interesse na maioria das situagoes, inclusive no

presente trabalho, é a chamada distribuicdo Gaussiana ou normal 2. A distribuicao Gaussiana

2Tal interesse ¢ justificado matematicamente pelo chamado Teorema do Limite Central, o qual afirma que
quando o tamanho de uma dada amostra aumenta, a distribuigao amostral da sua média tende assintoticamente

a uma distribuicdo Gaussiana [2].
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de uma varidvel X ¢é definida por [2]:

1 2792
P — -z /2‘77 A4
(@) = —=¢ (A4)

onde o > 0 é uma constante que corresponde ao chamado desvio padrao % de X. E trivial

checar a partir de sua definicao que as médias de uma varidvel randomica Gaussiana sao dadas
4.

por
(X)=0 (A.5a)
(X?) =o° (A.5Db)
(X1 =0 (A.5¢)
(X*™) oc " (A.5d)
onden=1,2,3,.... E importante notar das equagoes (A.5) que as médias nao nulas de ordem

superior a 2 sao todas obtidas a partir da média quadratica o (por exemplo, (X°) = 150° =
15(0%)?) e, neste sentido, podemos afirmar que a média quadrética contém toda a informagao
a respeito de uma variavel Gaussiana.

Os resultados acima podem ser facilmente estendidos para o caso de N varidveis randomicas
X1, X5, ..., Xy tratando-as como componentes de uma tnica varidavel randomica N-dimensio-
nal X = (X, Xy, ..., Xy). Na andlise a seguir assumiremos que cada uma das componentes
X, toma valores x; no conjunto dos reais ou, equivalentemente, que X toma valores x no RY
(ie., x € RY).

As quantidades matemadticas associadas a essa varidvel multidimensional podem ser cons-
truidas em estreita analogia com o caso unidimensional. Por exemplo, uma variavel randomica

X é especificada por uma fungao distribuigdo multidimensional P(x) definida por
P(X):P{Xl<]§'1,X2<£IZ’2,...,XN<.TN}. (A6)
Novamente, a distribuicao P é construida de modo a ser nao negativa

P(x)>0 VxeRY

30 desvio padrdo de uma varigvel randémica X é definido como ox = 4/ <(X - <X>)2> = /(X?) — (X)2.
4Vale aqui comentar que a primeira média de X poderia ser feita igual a qualquer constante m (i.e., (X) = m)
simplesmente trocando x por x —m na distribuicdo A.4, mas optamos aqui por trabalhar apenas com varidveis

Gaussianas de média nula e por isso tomamos m = 0.
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e normalizada:
/ P(x)d"x=1.

Os valores médios de qualquer varidvel randomica Y (X) também sdo definidos de maneira

similar ao caso unidimensional:

Y(X)) = / dVx Y(x)P(x) . (A7)

Em particular, para Y (X) = X; e Y(X) = X, X, segue que
(X)) = / N 2, P(x) (A.8a)
(X:X;) = /dNX z;x;P(x) . (A.8b)

A segunda das equactes acima é comumente chamada de funcao de 2 pontos.

A generalizacao da distribuicao Gaussiana para este caso N-dimensional é dada por

P(x) = (%)“2 exp (—%xTz—lx) : (A.9)

onde x” denota a matriz transposta a x e ¥ é uma matriz simétrica N x N (Z;; = ;)
conhecida como matriz de correla¢do ou matriz de covariancia. Neste caso, para P(x) acima,

as equacoes (A.8) se tornam:

(Xi) =0 (A.10a)
(X:X;) =% (A.10b)

Estes sao casos particulares de um resultado mais geral, valido para um produto de um ntimero

arbitrario de componentes de X, que é dado por

<X’i1 e Xi2n71> =0 (Al].a)
(Xi, - Xiy,) = Zigin o+ Dy _1in, + DErmutagoes | (A.11Db)
onde n =1,2,3,.... A propriedade correspondente a segunda linha destas equagoes é similar

ao bem conhecido Teorema de Wick em teoria quantica de campos [10], e dela podemos notar
que, tal como no caso unidimensional, as médias de todas as ordens de uma variavel randomica
N-dimensional Gaussiana sao dadas em termos da funcao de 2 pontos ;. Logo, a matriz de

correlagao ¥ contém toda informacao a respeito da varidavel randomica X.
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A.2 Campos randomicos Gaussianos

Um campo randémico (ou fun¢ao randomica) ¢ sobre um conjunto arbitrario 7' é definido
como uma familia de varidveis randomicas unidimensionais ®(t) correspondendo a cada um
dos elementos ¢ € T [1]. Note que se o conjunto 7' contém apenas um numero finito de
elementos t1, ..., ty, entao o campo randomico ¢ corresponde a uma familia finita de variaveis
O(ty),...,P(tn), a qual pode ser agrupada em uma tnica variavel randomica multidimensional
(tal como feito na se¢ao anterior) e, neste caso, ndo ha nada de novo a ser discutido. O caso
mais interessante ocorre quando o conjunto 7" é infinito, onde o campo ® corresponde a uma
familia infinita de varidveis randomicas e que merece uma atencao especial. A discussao a seguir
é essencialmente uma extensao da andlise feita anteriormente para varidveis multidimensionais
para o caso continuo; baseado no futuro interesse fisico, consideraremos T como sendo o espago
Euclideano R.

Um campo escalar randomico ®(x) definido na reta real R pode assumir uma colegao de
valores que denotaremos pela funcao ¢(z). De maneira anédloga as varidveis randomicas usuais,
o campo randémico ® também é especificado por uma distribui¢ao de probabilidade P(¢), a

qual é positiva definida e normalizada de acordo com

[ porio) -

onde o simbolo D¢ denota integracao funcional sobre todas as configuragoes de campo ¢(z).
A partir da distribui¢do P(¢) podemos definir valores médios de qualquer fungao f(®P) deste

campo randomico da maneira usual:

/D¢f (). (A12)

Em particular, para f(®) = ®(z) e f(P) = ®(x)P(2’) obtemos as primeiras médias do campo
O:

@) = [ D6 o(0)P(0) (A132)

@8 = [ Do 6()ola)P(o) (A.13b)

Tal como nos casos anteriores, podemos estender o conceito de distribuicao Gaussiana para

campos randomicos. Ela é definida por:

P(6) = <det2§1>1/2 exp (-% / dads’ gzﬁ(x)z_l(x,x')gb(x/)) , (A.14)
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onde X(z,2") é uma func¢do de correlagao que depende dos pontos x, z’ e satisfaz a propriedade
de simetria X(z,2") = ¥(a/,x), generalizando a matriz ;; do caso de varidveis randomicas
multidimensionais. Substituindo P(¢) nas equagoes (A.13) pode-se mostrar [3] que para o

caso de uma distribui¢do Gaussiana as médias de ®(z) sdo dadas por

(®(z)) =0 (A.15a)
(O(2)®(2")) = X(z,2") . (A.15b)

Novamente, estes resultados podem ser generalizados para o caso mais geral do produto de um

nimero arbitrario de campos [3]:

<(I)(I1) tee <I>(x2n,1)> =0 (A16a)
(O(x1) -+ P(29,)) = X(21,x2) - - - X(T2p—1, T2n) + permutagoes , (A.16D)
comn = 1,2,3,.... Nota-se uma enorme semelhanca em relagao as expressoes previamente

discutidas. Em particular, a fungao de dois pontos X(x, z") que aparece na média quadrética
contém toda informacao a respeito do campo escalar randomico Gaussiano ®(z).

Dentre as diversas possiveis formas para a fungao de dois pontos ¥(z, 2’), uma seréd parti-
cularmente adequada para os propositos deste trabalho devido a sua simplicidade. Esta classe
de campos randoémicos Gaussianos, conhecida na literatura pelo nome de ruido branco (white
noise), caracteriza um campo cujas flutuagdes randémicas sé se correlacionam no mesmo ponto
do espago, sendo portanto definida por X(z,2') = 025(xz — 2') (aqui, 0% é uma constante que
caracteriza a intensidade das flutuagoes do campo ® e tem dimensio [0?] = [®]? x L). Expli-

citamente, este tipo de correlagao corresponde as seguintes médias:

(®(x))rp =0 (A.17a)

(®(2)®(2"))rp = 0%6(z — ') . (A.17b)

Para finalizar, devemos lembrar que os resultados acima foram todos obtidos para um
campo randomico ¢ definido em R. A generalizacao para o espaco Euclideano N-dimensional

(x € RY) é trivial e todas as expressoes acima serao essencialmente as mesmas, bastando trocar

as integrais simples dz por integrais multiplas d¥x na definicdo da distribuicao Gaussiana.
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Apeéendice B

Neste apéndice demonstramos alguns resultados matematicos utilizados no Capitulo 1.

B.1 A série de Dyson

Sejam A e B operadores lineares atuando em um dado espaco vetorial, onde B é proporcio-
nal a algum dado parametro supostamente pequeno enquanto A nio o é. O operador (A+ B)™!

(i.e., o operador inverso de A 4+ B) é definido por
(A+B)(A+B)' =1,
Multiplicando por A~! & esquerda, podemos reescrever esta relacido como
(A+B)'=A1-A"'B(A+B)". (B.1)

A idéia aqui é obter (A + B)~! perturbativamente como uma série de poténcias de B
usando um método iterativo. Por exemplo, os primeiros termos da série podem ser obtidos

substituindo (A + B)™! pela equacao (B.1) no lado direito desta equagao:
(A+B)" = A'—A'B[A™ — A'B(A+ B)™]

= A —AT'BA' + A'BA'B(A+ B)" . (B.2)

Repetindo o procedimento, isto é, substituindo (A + B)™!' que aparece do lado direito desta
expressao por (B.1), obtemos
(A+B)™" = A'—A'BA'+A'BAT'B[AT' — AT'B(A+ B)™']
= AT AT'BAT '+ AT'BAT'BAT — AT'BAT'BAT'B(A+ B) !,

(B.3)
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e assim sucessivamente. O objetivo desta expansao é que, para o caso em que B contém algum
parametro muito pequeno, podemos truncar a série em uma dada poténcia de B e desprezar

os termos de ordem superior. Por exemplo, mantendo até termos quadraticos em B temos
(A+B)y'=A1—-A"'BA + A'BAT'BAT' + O(B?) . (B.4)

Em particular, para A = L(® ¢ B = L segue a equacdo (1.12).

B.2 A Funcao de Green livre G(z, z)

A funcao de Green livre foi definida no Capitulo 1 como a inversa do operador linear
LO(z) = —=02/0t? + V2 —m2 = -0 — mZ, isto ¢, G© = (L®)~!. Em componentes, esta
afirmagao corresponde a

LO2)GO(z,2') = 6Pz — o) .
Note que L(® é um operador diferencial linear e invariante sob uma translacdo espaco-temporal
x — x — Z. Como a funcao delta do lado direito depende apenas da diferenca x — 2’ entre
os pontos e, portanto, também ¢é invariante sob translacio, o mesmo deve ocorrer com G©),
ou seja, GO (z,2") = GO(x — 2'). Assim, escrevendo G® como uma integral de Fourier na
varfavel © — 2/ na forma

(0) / a1k —ik(z—2") £3(0)

bem como a representacao de Fourier da funcao delta, obtemos:

dP 'k —ik(z—z’ 2 271 ~(0 d"+k —ik(z—a'
/—(ZW)D+16 ( )[k —mo] G( )(k):/<2ﬂ_)—D+1€ ( ) .

Como as exponenciais sao func¢oes linearmente independentes, segue que
(k> —mi] GO (k) =1,

ou ainda

~ 1 1
0) (1) — _
GO(k) = k2 —mi  w?—-k2—m3’ (B-6)
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B.3 O funcional gerador Z[J]

O funcional gerador das fungoes de Green para a teoria randomica, Z[J], é definido por

1]
ZlJ) = N / Dy exp (z / APy [Lp(2) + J(:U)gp(a:)]) (B.7)
= X [ Do (i [ #40z o0t + Twe)| ) . B

onde

Ow) = (1+ n(x)) oy — V4 (1 +£(x))m3

é o “operador de onda”do modelo. Vamos realizar a seguinte translacao na variavel de inte-

gragao da integral funcional:

or) —  Blr) = pla) + / PR (G, o) (o),

onde (G(z,z')) é a funcio de Green do operador O, isto é,

O(x) (G(z,2")) = 6P+ (z — 2') . (B.9)
Sendo a mudanga proposta apenas uma translagao de variavel, ela possui Jacobiano igual a
identidade, e portanto ocorre que Dy = Dgp. Assim, a equacao (B.7) fica

Z|J) = /\//Dgpexp (i/dd+D+1x ng(az)@(m)gp(m)+J(x)gp(:1:)]+

- / dHP g d P [ o(2)0(@) (Gle, o) + (Gla, o)) O@)a(e) | J(@!)+
—i—% / AP gt DAL gD (G, 1)) T (2O () (G, 2™)) T (") +

—i/dd+D+1xdd+D+1x’J(m) (G(x,x’)}J(x')) :

Os dois termos que aparecem na segunda linha sdo iguais (sob hipdtese de que os campos ¢
zeram no infinito), o que pode ser demonstrado facilmente apds duas integragoes por partes na

integral sobre d**P+'z. Usando a equacio (B.9) para trocar os termos O (G) por uma funcio
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delta, e em seguida integrando sobre estas funcoes delta, obtemos
1 N
ZlJ] = N/D@ exp (z’/derDHgg {5@@)(’)(1:)@(:6) - J(x)@(:c)]—l—
—i/dd+D+1:L'J(IB)<,O($) +

" / AP P 7 (2) (G, 2)) J(:L“'))

_ N/Dsoexp( /dd+D+1fc E (2)O(x)p(x )} +

]

_/dd+D+1 d P J(2) (G, 7)) JW))

% / AU+ gD (G, 7)) T (7)) T (z)+

2
[N D exp (z / dd+D+lxﬁF(a:)> ]exp (-% / DL gD 10 (G o)) J(x’))

O termo entre colchetes na expressao acima corresponde a Z[J = 0], o qual podemos normalizar

como a unidade (Z[0] = 1) de modo a encontrar
Z[J] = exp <—%/dd+D+1xdd+D+1x’J(m) (G(z,2")) J(a:')) : (B.10)

Note que Z[.J] possui essencialmente a mesma forma do funcional gerador para o caso de Klein-
Gordon livre, exceto pela presenga da fungao de Green randémica (G) no lugar da funcao de

Green livre.

B.4 Algumas integrais tuteis

A primeira integral de interesse é a que aparece na expressao (1.25), a saber,

K |
= _/ RrP K+ (= w?) (B.11)

Passando para coordenadas esféricas usuais (k, 0, @) e integrando na parte angular para pro-

duzir o angulo soélido total 47, obtemos:

47 k2
I =———— [ dk )
(2m)? / k2 + (m§ — w?)

A integral na coordenada radial que aparece acima é um caso particular (com § =2,a=1¢

C? = m? — w?) do resultado geral [11]

/Ood rP F(EA+8)T (a—3(140)
o

T2+02)a o (CQ)a 1+6/2)F( ) ’
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que é valido para todo C' € C* e Re(8) > —1, Re(a) > 0. Assim, segue que:

Ar  T(3/2)I(=1/2) 1

I=— = —(mg —w?)"/?. B.12
@2r)3 3(mE — w2 VA0(1)  am M0 T (B12)
A préxima integral necessaria para o capitulo 1 é da forma
Li(a) = / e f () eten (B.13)
onde f(k) é uma funcao que depende apenas do médulo & = |k| do vetor k e satisfaz a

propriedade f(k) = f(—k). Para resolvé-la, sera conveniente utilizar (para o caso d > 2)

coordenadas esféricas (k,6;,...,04_1) em d dimensoes, cuja definigdo é uma generalizagao da

bem conhecida transformagao em 3 dimensoes:

k' = kcosb,
k* = ksin6; cos by
k1 = ksinfsin6,...sinfy_ocosfy_q
kY = ksin@;sinf,...sinf;_ysinfy_;
onde k = |k| é a coordenada radial, 6y, ...,0,; 5 sdo angulos polares (0 < 0, < ) e 3.1 é 0

angulo azimutal (0 < 6,1 < 27). O Jacobiano da transformacao é

a(k, 01, 00r)

1 7.2 d d-1
J — det <8(k7 7k 7-.-7k ) ) :kd—IHSind—(H—l) 01 ’
i=1

de forma que
d—1

d% = k% tdk H sin®=(+D 9.4, .

=1

Serd conveniente também escolher um sistema de coordenadas de tal forma que o vetor a s

tenha a primeira componente nao nula, isto é, a = (a,0,...,0). Feita esta escolha e a mudanga

para coordenadas esféricas, a integral I;(a) toma a forma

Ia(a) = [/ dkkd_lf(k)/ df, sin® 2 91eiik“00591]
0 0

™ s s 2m
X (/ d@g sind_?’ 92) (/ d93 sind_4 93) R (/ d9d_2 sin ed_g) (/ d(gd_l) .
0 0 0 0
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As integrais que aparecem em (B.14) podem ser resolvidas usando os resultados [15]
T - 1 —v 1
/ df sin® geFiweost — gl/20 (4 = <£> v>——
; 2) \2 2

T /A (3(m+ 1)) B
/Osm 0do = T ((m+2)) (m=1,2,3,...) .

Apo6s algumas manipulacoes simples, o resultado obtido é

(Qﬂ)d/Q
ad

]d(a) =

/OOO duu’ Jyoy (u) f (g) (d>2) . (B.15)

Para d = 2, podemos usar coordenadas polares (k, ) usuais e escrever

00 2
Ir(a) = / dkkf(k) / dfeFihacost,
0 0

Notando que
2
/ deeiixcose :27TJO(.T),
0

segue que
B 27

La) = — /000 duudo(u) f (%) : (B.16)

a2
o qual possui a mesma forma que a equagao (B.15).
Para d = 1, basta usar o fato que f(k) = f(—k) de modo a obter
= tika _ 2 [T u
Li(a) = dk f(k)e="" = — duf (—) COSU .
oo a o a

Dai, escrevendo

cosu = w/%J_l/Q(U) :
segue que
(27T)1/2 e U
o)== — | dun 2] _y o (u) f (5) , (B.17)

que também possui a mesma forma que a equagao (B.15).

Logo, combinando os trés resultados (B.15),(B.16) e (B.17) chegamos ao resultado geral

ta) = B [ s s (2. (B.13)

a

que é valido para todo d =1,2,3,....
Em particular, para f(k) = (k* + m2)~! temos:

+ik-a 2 d/2 0 2
Ly(a) = / 'k _ ) / dun®/? Ty (1) ——
0

k? + m3 ad u? +mia?
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Usando o resultado [15]

v+1
/duu—Jy(u):x”K,,(x) (x>0, -1<v<3/2),

u? + x2

onde K, é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie, segue que

eiik-a
/ddkk2 el (2m) 20~ (moa) >~ K gp2-1(moa)
0

relacao esta valida para myg > 0e 0 < d < 5.
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Apéndice C

Neste apéndice apresentamos de forma explicita alguns resultados importantes utilizados no

Capitulo 3.

C.1 Ciélculo de GW* (z, 1)

Esta secio é dedicada ao calculo explicito da correcio randémica G™MA (z, ') ao propagador
livrte GO (2, 2"). Conforme apresentado no Capitulo 3, a primeira correcdo perturbativa nao

nula (corre¢ao de ordem 2) ao propagador livre vem dada por (eq. (3.13))
GU (z,2') = /d4$1d4$2G(0)up(l’,{El)M’De(Il,l’Q)G(O)@V(I‘Q,I'/) , (C.1)
onde definimos o elemento de matriz
M s, 2) = (B0 )G (1, 22) L) )

O primeiro passo é calcular M??(x;, x5) acima. Usando a defini¢do (3.8) de LW*(z) junta-
mente com as equagoes (3.4) para as médias randomicas das componentes do vetor de fundo,

segue que
M?(zy,19) = EPMBET%‘<Va(x1)‘/5(x2)>8($1)5G(0)/\7(xl,xg)a(m)x
= [PTGEDTD) + (V)

€p>\2,36792x<‘/2($%)v2(x§ >+ €p>‘3’86793x<‘/}, xi’)%(m%)}] 0(11)561(0&7(%1@2)8@2))(

— ggg(x? _ x2) 0p\3 oTaxa ($1,$2) ey +
U%5($% - a:;)ElpABElTGXa (z1)p G /\T(xh x2>a (@2)x T
026(2? — 23)e*M 279"8 (acl, 22)0(z)x +
o38(x} — 23)e¥M XY, ) 5G )\T(xl,xQ)@ (@2)x - (C.2)
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O propagador livre é funcao apenas da diferenca x — 2’ entre os pontos, como consequéncia
da homogeneidade e isotropia espaco-temporal na teoria livre. Logo, podemos escrevé-lo em

termos de sua transformada de Fourier na varidvel x — 2/, isto é,

0)pv A d'k —tk(z—z") AY(0) v k
GO (x,2") —(2w)4e G (k) .

Neste caso, substituindo a expressao (C.2) de volta em (C.1) obtemos:

d4k d4k/ d4k// . 10 11 n o=
I8 % 4 4 —ik(x—x1) —ik' (x1—x2) ,—ik" (xo—2x 0
GO (g o)) = /d x1d :1:2/ 2n) (2m)1 2 )4@ (z—21) o—ik'( ) e~ ik"( )G( )“p(k)

o230 — )M (k) GO () (k) +
o1 (] — a3 PN TN (k) G (K (i) +
038(a} — a3)e TN (k) GO () (—iky)+
030(5 — 2} (—ikly) GO\ (K (i) | GO () (C.3)

Vamos focar no primeiro termo entre colchetes. Ele serd manipulado da seguinte forma: pri-
meiramente, integramos sobre dx9, que tem o efeito de fazer x5 = 2?; em seguida, integramos
sobre d®xy para produzir um fator (27)363(k” — k’); entdo, integramos sobre d°k”, o que faz
k” = K’; na sequéncia integramos sobre d*z; para obter um fator (27)d(k"° —k°)(27)36°% (k' —k);
por fim integramos sobre dk"°d?k’ fazendo k" = k° e k' = k; as integrais sobre d*k e dk"

s&0 as unicas remanescentes. Os outros trés termos entre colchetes sao tratados de maneira

analoga, e apds estas manipulagoes o resultado obtido é

Bk o -
(D (g ) — —ik(z—a') G(1) v A
GO (2 /(%)4@ GO (k) (C.4)
onde
) . 0 k"
GO (k) = —kgkoaGO¥ (k)GC)" (k) [aéeofﬂﬂew@a/ 5 GO (K )+

261p>\6 1m0

W0 (k0,10 2,
01 o )n-( ’ ) ’ )+
2 2p\8 200 dk” G«(O) EO gl g2 g3
g€ o )\'r( ’ ) ) )""
2 3p)\ﬁ 310 dk/?) G(O) kO kl k‘2 k/3 5
O3€ o Ar( kL RSER) (C.5)

E importante notar da equacao (C.4) que G, tal como G, é funcdo apenas da diferenca
x—x' entre os pontos, indicando que a homogeneidade e isotropia espaco-temporal é preservada

mesmo na teoria com perturbagao randomica.
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C.2 O propagador livre GO (g /)

Nesta secao obtemos uma expressao para o propagador da teoria livre de randomicidade,
GOm (g, 2'), também conhecido como propagador de Feynman. Conforme visto no Capitulo
3, temos que GO = (]L(O))_l onde L® ¢ o operador com componentes L (z) = p* +
1_778“8”. Logo,

LOGO =1 7

ou, em componentes,

1 —
{n”“D - > 70“8”} GONaz, a') = ot (x — o) . (C.6)

Escrevendo

(0)A / d'k —ik(z—z") AY(0)A
GONoa) = [ e MG

é facil ver que CNJ(O?,A(k) satisfaz a equacao

1—ykrE] ~ 1

Considerando um ansatz de solugao da forma CJ(O)V)‘(k) = A(k)n >+ B(k)k,k*/k?, a equagao
(C.7) fornece A(k) = —1/k* e B(k) = —(1 —v)A(k) = (1 — ) /k*. Portanto, segue que
= (0) 5 Kt kY
GO (k) = —— {n" - (=)

¢ o propagador livre para valores arbitrarios do parametro de calibre . Em particular, para

(C.8)
7 =1 (o chamado calibre de Feynman) segue a equagao (3.17).

C.3 Forma explicita de GW"(*2) no calibre de Feynman

Nesta secao calculamos explicitamente a correcao randomica é(l)’“’(k‘) no calibre de Feyn-
man. Para isto, substituimos GO* (k) = —n" /k? na forma geral (C.5) da correcio e, apés

algumas manipulacoes indiciais simples, obtemos

0
G(l),uz/(k> _ 77)\7']{:5]{;04 |:0_2€0,u)\56071/a/dk/ 1

(k2)2 0 o (k)2 — |k|2+
dk' 1
2 _1pAB lrva
o167 € / o (K02 — (kM) — (k2)2 — (k3)2+
dk' 1
2 2ulB 2Ttva
T2¢ € / om (k)2 — (k1)2 — (k'2)2 — (k3)2+

3
2 3/1)\56371/04 dk' 1

03€ / o (kJO)Q _ (/{:1)2 _ (k2)2 _ (k’3)2
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As integrais acima podem ser facilmente resolvidas no plano complexo com o auxilio do teorema
dos residuos. Para isto é conveniente somar nos denominadores de cada uma das integrais um
pequeno termo imaginédrio {0 e entdo integrar sobre a semicircunferéncia formada pela reta

real e o arco que passa pelo semiplano superior. O resultado é:

~ v 277 Tk ka TrQ 1 TrQ 1
G(l)u (k) = 2/\(]{2@2 036%)\[360 O-%Elw\ﬁel \/(kO)Z _ (]{2)2 _ (]{;3)2

k[
O_SEQ/L)\ﬁEQTVQ’ 1 02€3uAﬁ 3Tva 1
VPR = (B2 = (#2)2 VRO = (k)2 = (k2)2
(C.9)

(Dp

., 1o potencial do solendide

C.4 Correcao randdémica A

Como visto no Capitulo 3, a corre¢ao randomica no potencial do solenéide é dada no espaco

dos momenta por

A (k) = GO (k) J,,,,, (k) - (C.10)

onde G 6 dado pela equacio (C.9) e J,_, pela equacio (3.65). Como .J, , s6 possui as

componentes ¥ = 1,2 nao nulas, podemos reescrever a equacao acima como

ALY (k) = GO () T (R)
onde a = 1,2 (utilizaremos também b, c, ... para denotar indices assumindo apenas os valores
le?2).
Vamos inicialmente ao calculo da componente 0 de flgg Substituindo GW% (k) e J,_ (k),
obtemos:
A(l)o(k) _ 7])\7—]{35]{3 10)\5617"106 20/\6 2Tax 30)\ﬁ€37'ao¢
sol / k2 k2 / kg ]{IQ m

'2(27) (I)Bd(w)d(kzxnalky — Nazkz)

212D gy kyke 10Ab1Tac 207D 2Tac (307b Brac

= T C5(w)d(k,)| o] 2 2 R
ik |4 (w)d( z)|:0'1 Ik,| + 05 X + o3 k| :|(77a1 v —Nazka),

onde usamos as funcoes delta de Dirac para fazer w = k, = 0. Os dois primeiros termos entre
colchetes na expressao acima sao nulos, pois os indices a e ¢ s6 assumem os valores 1 e 2 e o
simbolo de Levi-Civita (que é totalmente antissimétrico) se anula para ambos. Resta apenas

o ultimo termo, o qual, apds abrir as somas sobre os indices a, b, ¢ e usar a antissimetria do

94



simbolo de Levi-Civita para reagrupar alguns termos semelhantes, vem dado por (lembrando

que k1 = —ky, ko = —ky):

~ 212D g\, 02 . .
AGP(0) = T e B @)k [ ok + D k2 + K]

Por fim, abrindo a soma sobre os indices A, 7, nos termos com A # 7 as componentes da métrica

de Minkowski sao nulas, enquanto que nos termos com A = 7 sao os simbolos de Levi-Civita

que se anulam, de forma que o resultado é

A0y =0 .

sol

Os calculos para a componente p = 3 de flg” sao bastante parecidos e o resultado é o mesmo:

ARy =0

sol

J& para as componentes = 1,2 temos um resultado nao nulo. Para p = 1, temos:

A(l)l(k> _ Z-n)ﬂ'kﬁka QEOD\BEOTGQ 21)\6 2Tac 31)\[3 3Tao
o TRk |0 K] m m
4(27)* @6 (w)S(k.) (Narky — Nazks)
_ 27'('2 q)BT/)\ k?bk? EDIAbEOTac 621)\6627'(10 631)\11637'ac
- TR 5 ()6 (k)| o2 _p e w1kr —Taaks
|kJ_|4 (w) ( )UO |kJ_| 09 Z|/€x| O3 Z|kJ_’ (77 1Ry —1a2 )
+2772(I)B7]>\Tkjyk

— |kl‘5 Cé(w)é(k: )[0_8601)\2 Orac 4 ZO'% 31A2 37—(10} (nalky _ na2kx) ’
onde no primeiro passo utilizamos as fungoes delta para fazer w = k, = 0, e no segundo passo

abrimos a soma no indice b (cujo efeito é zerar o termo com o3 e fazer b = 2 nos outros

dois). Em seguida, somando sobre A, 7 para fazer A = 7 = 3 no primeiro termo (com um sinal

negativo 133 = —1) e A = 7 = 0 no ultimo termo, obtemos:

~ 122 dpk, k
AWMLy = 27 T BRyhe
(k) PHE

sol

5(&))5(k3z) [ . 0_(2)60132603(16 + 20'263102 30ac} (nalky . 77a2ka:) ]

Abrindo, por fim, as somas nos indices a e ¢ e usando a antissimetria do simbolo de Levi-Civita

0123 _

juntamente com o fato de que e = +1 segue que:

ky

AR = 27%® (02 — iag)é(a})&kz)m .

sol

O calculo para a componente = 2 ¢é bastante analogo e resulta em

ks

AL (k) = —27*@p(02 — i03)d(w)d(k.) kof®

sol
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Os 4 resultados apresentados acima para cada uma das componentes podem ser compacta-
dos na seguinte expressao:

AR = 202® (02 — i02)5(w)S (k) (0, ky3, *g,o) . (C.11)
ki [* ki

sol

Para obter o correspondente potencial no espaco x, basta calcular a transformada de Fourier

inversa, i.e.,

A(l)“(x) :/ d'k 6—ik:c1[1(1)u(k) ‘

sol (27’(’)4 sol

Obviamente, temos

A0y = AW ()

sol sol

Para a componente = 1 segue que:

(1)1 Ek _iraey o 2 _ .2 ky
A () = e "2 dp(o; —io3)0(w)d(k,)
L

20 P
q)B 9 . 9 / ei(kxﬂf-‘rkyy) k
= P (52 dhydle, S

q)B 2 . 9 10 / 2 eikl xL
= B2 ioc?)- 2 [ a2k
Gy SN

onde x| = (z,y). A integral que aparece na expressao acima pode ser calculada introduzindo-se

um parametro regularizador m? no denominador, i.e.,

ikL'XL ikL'XL

e e
d*k, —— =i d*k .
/ N ’kJ_’S W}H}O J_(|kJ_’2+m2)3/2

Utilizando os resultados do Apéndice B podemos mostrar que
/d2kL ekrxL _ Qe mixLl
(kcPrmde ~  m

M
sol

Introduzindo este resultado de volta na expressao para A diferenciando com relagao a y e

depois tomando o limite m — 0, resulta em

Pp(ic +032) y
47 |XJ_| .

ADL () =

sol

Os calculos para a componente p = 2 sao quase idénticos, e o resultado é:

_ Ppliog +03) @

47 |XJ_‘ '

AL () =

sol

Finalmente, juntando os resultados individuais de cada uma das 4 componentes, segue que

A(l)“(x) _ ®p(iog + 03) 0 Yy —t ol . (C.12)
sol A ’ \/ZL‘2 i y2’ \/xQ +y27
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