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“There is a driving force
more powerful than steam, electricity

and nuclear power: the will.”

Albert Einstein



Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de coordenadas vestidas e estados vestidos, inici-
almente introduzido em [1], em que foi possivel tratar de forma exata diversos processos
radioativos associados a um sistema atomo-campo eletromagnético aproximado por um
oscilador harmonico interagindo linearmente com um campo escalar sem massa, ambos
confinados em uma cavidade esférica. Para recuperarmos o caso livre, consideramos o raio
da cavidade arbitrariamente grande. Apds revisarmos o método polinomial, empregado
em trabalhos precursores para se calcular os processos radioativos, mencionamos algu-
mas dificuldades associadas aos métodos matematicos utilizados nos calculos das taxas de
transicoes do sistema. Assim, como uma forma de contornar estas dificuldades, introdu-
zimos um novo formalismo, ainda dentro do contexto de coordenadas vestidas e estados
vestidos, baseado em operadores de criagao e de aniquilagao vestidos, que reduzem subs-
tancialmente tais complicagdoes matematicas. Como uma forma de demonstracao para as
vantagens apresentadas neste novo método, recuperamos diversos casos fisicos associados
aos processos radioativos ja calculados nos trabalhos precursores presentes na literatura.
E, como uma maneira de estender este mecanismo em termos de operadores de criacao
e de aniquilacao vestidos, calculamos uma nova probabilidade de transicao, associada a
um processo de espalhamento “féton-atomo” mais decaimento induzido. Finalizamos com
algumas sugestoes de aplicabilidade desta nova probabilidade em recentes resultados apre-

sentados na literatura.

Palavras-chave: Coordenadas vestidas, estados vestidos, processos radioativos,

renormalizacao.



Abstract

We study the concept of dressed coordinates and dressed states, initially introduced in
[1], where was possible to deal exactly with several radioactive processes associated with
an atom-electromagnetic field system approximated by a harmonic oscillator linearly in-
teracting with a massless scalar field, both confined in a spherical cavity. In order to
recover the free case, we consider the cavity radius arbitrarily large. After reviewing the
polynomial method, used in early studies to calculate the radioactive processes, we show
some of the difficulties associated with the mathematical methods used in the calculati-
ons of transition rates of the system. So, as a way to circumvent these difficulties, we
introduce a new formalism, still inside the framework of dressed coordinates and dressed
states, based on dressed creation and annihilation operators, which reduce substantially
these mathematical complications. In order to ilustrate the advantages presented in this
new method, we have recovered some radioactive processes already calculated in previous
works well known in the literature. Furthermore, by extending this mechanism in terms
of dressed creation and annihilation operators, we obtain a new transition probability as-
sociated to the process of photon-atom scattering plus induced decay. We conclude with
some suggestions of applicability of this new probability on latest results presented in the

literature.

Keywords: Dressed coordinates, dressed states, radioactive processes, renor-

malization.
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Introducao

As investigagoes sobre a forma como ocorrem as interagoes entre matéria e campo eletro-
magnético sempre foram de grande interesse para a fisica, desde a sua escala macroscopica
até a mais fundamental estrutura. Por exemplo, no contexto da interacao da radiacao
com a matéria, em nivel microscopico, a aplicacao da Eletrodinamica Quéantica é a mais
apropriada. Porém, a descricao nesta situacao, geralmente traz algumas complicacoes, tais

como limitar-se a resultados aproximados e abordados perturbativamente.

Como uma forma de evitar tais complica¢oes, muitos trabalhos que abordam o tratamento
nao-perturbativo em sistemas constituidos por um atomo acoplado ao campo eletromag-
nético tem sido desenvolvidos na literatura, onde alguns deles conduzem ao conceito de
“4tomos vestidos”. Veja por exemplo [2] e [3]. Desde entao, este conceito tem sido ampla-
mente utilizado para investigar diversas situagoes que envolvem este tipo de interacao, tais
como em escala de radiofrequéncia [4] e [5], e &tomos em intensos raios lasers ressonantes
[6]. Além do conceito de “atomos vestidos” em si, outro aspecto que merece uma atengao
especial é a nao-linearidade que surge neste tipo de problema, quando consideramos situ-
acoes muito proximas das condigoes reais. Estas consideragoes levam a dificeis problemas
matematicos. Uma maneira de contornar tais dificuldades matematicas é supor que, sob
certas condicoes, o sistema acoplado d&tomo-campo eletromagnético pode ser aproximado
por um sistema composto por um oscilador harmoénico acoplado linearmente ao campo
por meio de uma constante de acoplamento efetiva ¢g. E esta aproximacdo que iremos
considerar. Tal forma de aproximagao foi proposta por [1]|, onde o sistema foi confinado
a uma cavidade esférica de raio R. Nesse sentido, num contexto ligeiramente diferente,
aproximagoes lineares desta natureza tem sido utilizadas nos tltimos anos na fisica da
matéria condensada e em Optica Quantica, em particular para o estudo do movimento
Browniano e no problema da decoeréncia, para citar alguns exemplos.

Dentro do contexto da aproximagao feita em [1], surgiram as coordenadas vestidas e os



estados vestidos, que posteriormente vieram a se chamar coordenadas renormalizadas e
estados renormalizados, em analogia com a Teoria Quantica de Campos [9]. Ainda no
ambito das coordenadas renormalizadas, surgiram outras aplicagoes de interesse, como
por exemplo: processos de termalizagao de atomos com campo de radia¢do térmica [10],
estabilidades de atomos excitados em pequenas cavidades [11], evolugao temporal de es-
tados biatomicos emaranhados em cavidades [12]| e formulagdes em termos de integrais de

trajetorias [13].

Em termos das coordenadas renormalizadas, os estados renormalizados sao definidos como
os estados fisicamente mensuraveis. Os estados renormalizados possuem a correta propri-
edade fisica de estabilidade do oscilador (4&tomo) em seu estado fundamental e na ausén-
cia de quanta do campo (vacuo quéntico). Este formalismo tem demonstrado vantagens
quanto ao processo de célculos de probabilidades de transicao relativas aos processos de
radiagao do oscilador (4tomo), como visto em [14]. Dessa forma, nosso trabalho traz uma
contribuicao para este formalismo.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos e quatro apéndices, onde consideramos os
aspectos mais técnicos. No primeiro capitulo, introduzimos o modelo a ser estudado, um
oscilador (4tomo) em interacdo com um campo escalar (eletromagnético). Fizemos uma
revisao dos aspectos qualitativos do modelo e resolvemos para os autovalores e autovetores
desse sistema. No segundo capitulo, aplicamos o formalismo para calcularmos amplitudes
de transicao na representacao de coordenadas. Ainda no capitulo 2, consideramos os dife-
rentes processos de radiacao. Em particular, calculamos as amplitudes de transicao usando
o método polinomial onde notaremos que a maioria dos processos de radiagao sao impossi-
veis de se calcular mediante este formalismo. No capitulo 3 introduzimos os operadores de
aniquilagao e criacao vestidos que serao utilizados para simplificar, de forma consideravel,
os calculos das amplitudes de transicao. Em particular, reproduzimos alguns calculos, re-
alizados anteriormente com método polinomial, para evidenciarmos as vantagens do novo
formalismo. Finalmente, no capitulo 4, consideramos o calculo da probabilidade de tran-
si¢ao desde o primeiro estado excitado do oscilador (4tomo), pela presenga de um quanta
do campo (féton), para o seu estado fundamental, i.e, o decaimento induzido ou emissao
estimulada. Neste trabalho iremos utilizar unidades naturais ¢ = A = 1, exceto quando

necessario menciona-las explicitamente.



Capitulo 1

Acoplamento linear e as coordenadas

renormalizadas

Neste capitulo, tratamos em detalhes os aspectos do modelo que estamos usando em todo
o trabalho. Além disso, introduzimos alguns aspectos quantitativos referentes ao conceito

de coordenadas e estados renormalizados.

1.1 O modelo linear e seus aspectos

Um importante aspecto que devemos ter atengao quanto a modelagem de sistemas fisicos
é o carater nao-linear dos problemas que envolvem situacoes muito proximas das reais, tais
que implicam em questoes matematicas de dificeis solugoes. Uma forma de contornar estes
problemas matematicos é assumirmos que, sob certas condigoes, o sistema possa ser repre-
sentado de forma aproximada por um modelo simples. No nosso caso, estamos interessados
em tratarmos problemas relacionados a acoplamento do tipo d&tomo-campo eletromagné-
tico. Como um modelo simplificado do problema, consideramos um sistema composto
de um oscilador harmoénico acoplado linearmente com um campo escalar de massa nula,
através de alguma constante de acoplamento efetiva g (a qual estara relacionada a carga
elétrica ou a constante de estrutura fina). Confinamos o sistema oscilador-campo numa
esfera de raio R, localizando o oscilador no centro da esfera. Para recuperarmos a situacao

no espaco livre tomaremos o limite R — oco. Assim, a Lagrangeana do sistema é dado!

'Uma reparametrizacio para p e ¢ canonicamente conjugados, pode incorporar a massa. Por exemplo,

para o oscilador podemos fazer: pg = 5—% e qo = Vmqo.



por

1 2 1
L= it = R+ 5 [@r 00000+ [@rm/Gorons@, (1)

onde qo(t) esta associado ao grau de liberdade do atomo, que consideraremos aproximado
por um oscilador harmoénico com frequéncia wy e ¢(7,t) representa o campo escalar. Ja
o ultimo termo de (1.1) revela a forma de acoplamento entre o campo escalar e o oscila-
dor. Antes de continuarmos com a descricao do modelo devemos comentar sobre alguns
aspectos do mesmo. Primeiro, em relacao ao limite continuo, R — co. As ideias referentes
a confinamentos de sistemas dentro de volumes finitos tem sido apresentadas em grande
namero na literatura [15|. Este artificio é introduzido para facilitar, matematicamente,
problemas de autovalores bem definidos e numeraveis. O limite continuo nao é trivial,
na verdade requer andalises bem sutis. Para maiores detalhes destes problemas, ver por
exemplo o apéndice de [15]. Recentemente, ideias similares tem sido empregadas em pro-
cessos de radiagao [16]. Segundo, mencionamos que, solu¢oes para problemas em sistemas
compostos de um oscilador acoplado com um campo escalar, tem sido consideradas recor-
rentemente na literatura. No contexto do movimento Browniano, veja [17, 18, 19, 20, 21].
Utilizando a equagdo de Euler-Lagrange para qo(t) e ¢(7,t), encontramos as seguintes

equagoes de movimento,

R
o+ w20 = 27/G /0 &7 O(F. 1)5(7), (1.2)

82
529!

Como o nosso sistema esta confinado em uma cavidade esférica, o campo deve obedecer a

7 t) — V2(7,t) = 2m1/gqod (7). (1.3)

seguinte condicao de fronteira,
¢(1§) =0 para V t. (1.4)

O campo pode ser expresso em termos dos seus modos harmonicos, tal que podemos propor

a seguinte expressao para 0 mesmo,

k=1
onde a dependéncia temporal é dada através dos coeficientes gx(t) e a espacial através de

uk(7). No limite em que N — oo recuperamos nossa situacao original de acoplamento



oscilador-campo escalar através de uma redefinicao das quantidades divergentes, de ma-
neira analoga a renormalizagao em teoria de campos |[1].
De (1.4) devemos ter

up(R) =0 (1.6)

Substituindo a equagao (1.5) nas equagoes de movimento (1.2) e (1.3), encontramos

o +whdo =21 v/g D uk(0)gi (1), (1.7)

onde o subscrito k esta associado aos modos harmonicos do campo, e assumem valores
k=1,2,3,---,N. Para a segunda equagao acoplada, equagao (1.3) devemos ter um maior

cuidado. Se utilizarmos o ansatz de que u(7) seja solugdo da equagao,
V(1) = —wjur(7), (1.8)

e que a parte espacial do campo também obedega a condigao (1.4), podemos encontrar
a forma explicita de u (7). Assim, em principio devemos considerar todas as solugoes de
(1.8). Entretanto, notemos que na equagao (1.7), somente os valores dos modos u; em
r = 0 estao acoplados ao oscilador. Assim, basta procurarmos as solugoes da equagao (1.8)
tais que uy(0) # 0. Nao é dificil demonstrar que as tnicas solugoes tais que ux(0) # 0, sdo
as solugoes esfericamente simétricas da equacao (1.8). Estas solugoes satisfazem a equagao
7"_126%‘ {T2diruk (T)] = —wiuy (7). (1.9)

E facil mostrar que a equacao (1.9) possui solugoes normalizadas a um dadas por,

1 sin (wgr)

() — , 1.10
onde
km
wp= 2 com k=1,2,3,--- . (1.11)
R
Da equagao (1.10) encontramos que,
lim g (1) = —2k (1.12)

r0 VorR

Desta forma, usando a equagao (1.5) podemos escrever as equagoes acopladas como
N
Go(t) + whqo(t) = 27T\/§Z ug(0)gr (1), (1.13)
k=1

(1) + wiqr(t) = 271/gq0(t)ux(0), (1.14)



e com a ajuda de (1.12) encontramos,

Go(t) + wygo(t) = nzwqu‘<t>7 (1.15)
k=1
Ge(t) + wiqe(t) = nwrqo(t)- (1.16)

_ . B R .
Nas equagoes acima, n = v/2gAw e Aw = % ¢ o intervalo entre duas frequéncias consecu-
tivas do campo, w11 — wp = Aw.

Com os resultados acima (para detalhes veja apéndice A) podemos escrever a Lagrangeana

(1.1), da seguinte forma

N
1 w3
L= 5610 - —0618 +3 ZQk - Zwqu + UZQOQka' (1.17)
k=1

Agora busquemos a forma da Hamiltoniana que descreve nosso sistema em questao. Em

termos dos momentos canonicamente conjugados, definidos por

oL
- ) 1.18
3qo =dqo = Po ( )
oL
o = k= 1.19
o (1.19)
e usando,
oL
H=) oz —L (1.20)
za: 9o
encontramos N N
1
"= 2 p3+“5qg+z (P + giwi) _2277%(10% : (1.21)
k=1 k=1

A equagao (1.21) é a mesma utilizada em [1]. Porém, com o intuito de evitarmos proble-
N
mas quando tomarmos o limite de N — oo, devemos acrescentar o termo — ZnQQS na

2
k=1

expressao (1.21), o qual ird ser necessario para a renormalizacao da frequéncia do oscila-
dor. A mudancga no subindice da frequéncia do oscilador, i.e, de wy para w;, sera melhor

compreendida na proxima subsecao.

1.1.1 Renormalizando a Hamiltoniana do sistema
N
Como foi mencionado anteriormente, o acréscimo do termo — Zang na Hamiltoniana,

k=1
desde o ponto de vista técnico, evitara divergéncias quando tomarmos o limite de N — oo.



Veja equagao (1.27). Contudo, desde o ponto de vista fisico, esse termo é necessario por
consisténcia fisica do modelo sugerido. Vejamos o motivo fundamental desse termo. Con-
sideraremos o célculo para a energia efetiva do oscilador ¢y(t), quando os modos do campo
tomam valores para g; e pr que minimizam a energia do sistema, isto é, consideraremos
a energia do oscilador levando em conta a interagao com os modos do campo. Este pro-
cedimento deve nos revelar a forma da frequéncia do oscilador, quando este encontra-se

em seu estado de minima energia. Vamos verificar esta situagao de minima energia para
N

1
a Hamiltoniana sem o termo 3 Z anS, i.e, quando dada pela equacao (1.21).
k=1

Nesta situagao exigimos que

OH

—— =0 1.22

oo (1.22)
(§]

OH

= =0, 1.23

o (1.23)

onde (1.22) e (1.23) nos garantem uma situagdo de minima energia associada ao oscilador.

Assim, de (1.22) e (1.23) concluimos, respectivamente, que

e =0, (1.24)
g =02 (1.25)
Wi

Substituindo estes resultados em (1.21) encontramos,

Po + 46 (wf - 2772)] , (1.26)

k=1

2

onde deduzimos que a frequéncia efetiva (fisica) do oscilador devido a intera¢do com os

modos do campo, é na verdade dada por?

wp = (wg — Zn2> . (1.27)

Da expressao anterior, substituindo w? na equagao (1.21), temos

2

N N N
1 1
H =~ |ps +wiqge + ; (pi + q,%wi) -2 ;nwkngk + 5 ; "’ q. (1.28)

Desde o ponto de vista técnico, o tltimo termo na expressao anterior evitara problemas de

divergéncia apoés a diagonalizacao da Hamiltoniana do sistema, como mencionado acima,

2Utilizamos b como subindice de wp, para indicarmos que esta frequéncia é na verdade a frequéncia

nua (bare), ou nao vestida, do oscilador.



mas também traz naturalmente a forma real da frequéncia do sistema quando este possui
um certo regime de minima interagao entre as suas partes constituintes. Além disso, o
ultimo termo na equagao (1.28) garante a positividade da Hamiltoniana e pode ser visto

como uma renormalizagdo da frequéncia do oscilador [22, 23].

1.2 A diagonalizacao da Hamiltoniana do sistema

Tendo encontrado a Hamiltoniana do sistema oscilador-campo escalar em termos de oscila-
dores acoplados, devemos agora procurar a sua forma diagonalizada, de maneira que nosso
sistema possa ser descrito por uma Hamiltoniana associada a um conjunto de osciladores
livres. Para isso, faremos uma transformacao linear das coordenadas e dos momentos ca-
nonicamente conjugados. Assim, nosso trabalho agora consiste em encontrarmos matrizes
que realizem uma transformagcao para os eixos principais, tornando possivel a determinacao
do espectro de autofrequéncias. Agora, elevando a categoria de operadores as coordenadas
e os momentos presentes em (1.28), tal que estes obedecam a regra de comutagao usual

entre operadores posi¢ao e momento, temos

N N N

o1, 0 s A R

H = o 156+ wids + ) () + widd) =2 mwndodic | +5 D006 (1.29)
k=1 k=1 k=1

Propomos para tal diagonalizacao a introdugao das seguintes transformagoes

N

Gu=> twQr, (1.30)
r=0
N

ﬁu = Zt,urph (1.31)
r=0

em (1.29) onde @, e P, sdo os operadores posigdo e momento normais, respectivamente, e

t.r] representa uma matriz ortogonal, i.e, satisfaz as seguintes relacoes,

N
Zturtur = 6uw
r=0

N
Zturtus = 67”57 (132)

n=0
onde p = (0,k), k = 1,2,3,..., N er =0,1,2,3,..., N. Os subscritos 0 e k£ denotam,

respectivamente, o oscilador e os modos harmonicos do campo. Ja o indice r refere-se aos



modos normais. Substituindo as transformagoes (1.30) e (1.31), na Hamiltoniana (1.29)

encontramos,

N
A_l H2 2 A2
H_§Z(P,, +QTQT).

r=0

(1.33)

Para detalhes veja apéndice B. Uma vez realizada esta diagonalizacao, verificamos que os

elementos da matriz [t,,] vem dados por

Wi ‘
(wf —Q2)"

tkr

N 2,2 B
143

2 _ 02)2 !

k=1 (wk Qr)
e as frequéncias normais, €2,., vem dados como solugoes da equacao:

Q2

2 2 .2 r

WO_QT_T/ Z 2_ ()2

Devemos analisar a equacao (1.36) em relagdo as suas possiveis solugoes.

N |=

to, =

Podemos dividir esta anélise na seguinte forma:

(1.34)

(1.35)

(1.36)

e Se w? > 0, entao a equagao (1.36) admite apenas raizes nao-negativas. Sendo ob-

servado que, se supusermos 2> < 0, veremos que o segundo membro de (1.36) ¢é
negativo, enquanto o primeiro membro nao. Logo, 2% < 0 nao pode ser raiz da
equagao. Neste caso, se wg > 0, entao teremos raizes estritamente positivas e assim,

o sistema oscila harmonicamente em todos os seus modos.

Por outro lado, se wg < 0, a equagdo (1.36) possui uma tnica raiz negativa. Para

comprovarmos esta afirmacao, introduzimos a seguinte fungao:

N 2
() =wi— 02 |1 S — 1.37
k=1
onde concluimos que, se Q2 = 0,
I(0) = w3 <0, por hipotese, (1.38)

além de

—o00, quando €2 — 400
1©Q?) = d (1.39)
+o00, quando €? — —o0.
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Das equagoes acima, concluimos que I(2?) possui pelo menos uma raiz negativa.
Para verificarmos que ela é tnica, analisemos a sua primeira derivada com respeito

a 02, ou seja,

dd[((Q%) =1 Z{ QQ ] <0, para V Q7. (1.40)

Logo, a fungao I(£2?) no intervalo [—oo,0] ¢ monotonicamente decrescente e, por-

tanto, possui uma Unica raiz.

Assim, o segundo caso analisado nao nos interessa, pois nao admite estados estacionérios.
Desta forma, daqui para frente, iremos assumir que w? > 0, para garantirmos que todas

as autofrequéncias sejam estritamente positivas.

N
1
Notemos também que, caso nao houvéssemos introduzido 5 andg na equagao (1.29),
k=1
entao teriamos em lugar da equagao (1.36), o seguinte
2 2 2 2 - 07
wy —Nn* = Q5 =n ZQ—TW (1.41)
k=1 Yk T

Notando que, quando N — 0o, o lado esquerdo da equagao acima ¢é negativo independen-
temente dos valores assumidos por w3 e Q2. Assim, nesse caso, segundo a analise feita
acima, teremos uma solugao negativa para (2, i.e, uma solugao instavel. Esta ¢ uma outra

justificativa da necessidade de renormalizarmos a frequéncia do oscilador.

1.2.1 O espectro das autofrequéncias

Uma vez encontrado a dependéncia entre as frequéncias, equagao (1.36), estamos pron-
tos para determinarmos o espectro das autofrequéncias deste sistema. Para esse efeito,

escrevemos as frequéncias normais, €2, na forma,

™
Q=x— 1.42
J:R, ( )

com z sendo um numero real positivo. Usando o limite de N — oo e as equagoes (1.11) e

(1.42), temos a seguinte igualdade

N N
0?2 x?
—_— = —_ 1.43

e com o auxilio da identidade [24],

1
B [1 — a7 cot (xm)] Z k2 5 (1.44)
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na equagao (1.43), temos

N

> = 31— (@R cot (@R, (115
k=1

e usando (1.36), n = v/2gAw e Aw = %, encontramos

Q 1 Ruw}?
t(QR) = — + — [1 - — 1.46
cot () = =% + o |1 78 (1.46)
que, com o uso de (1.42), reescrevemos a equacao acima na forma
x 1 Ruw?
t =—4+—(1-—2). 1.47
cot (xm) gR+x7r< gﬂ) (1.47)

Agora, para encontrarmos a forma do espectro, devemos resolver a equacao transcendental
acima. Em geral esta equagao nao pode ser resolvida de forma exata, assim vamos analisar
as solugoes graficamente. Da analise da Figura 1.1, podemos concluir que o espectro de

Q2. é dado pelos pontos de intersegao das curvas. Assim, podemos escrever as solugoes na

forma

10

Figura 1.1: Analise da equagao (1.47) em termos do pardmetro x, representado pelo eixo hori-

zontal e definido por z = &.

Qr:(r—i—er)%,

comr = 0,1,2,... e 0 < ¢, < 1. Do resultado acima, podemos concluir que para R

(1.48)

suficientemente pequeno, com excecao da menor autofrequéncia, as outras solugoes serao
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aproximadamente iguais as frequéncias do campo, i.e, wg. Por outro lado, para R — oo,

podemos concluir que as solugoes ocuparao todo o eixo real positivo.

1.3 Distribuicao de energia dos modos normais e o con-
ceito de osciladores vestidos

Uma vez encontrada a equagao (1.33), podemos introduzir operadores de criacao e de

aniquilacao coletivos em termos dos operadores P, e (), dados por operadores,

A Q (. P

T Y
Al =4/ 5 (Qr ZQT> , (1.49)

1 IQT A .pr

com estes, podemos reescrever a Hamiltoniania do sistema na forma
al 1
H=Y Q. (AlA. +2). 1.51
>0 (44+3) (151)
Os autoestados de (1.51), sao estados coletivos que denotamos por |ng). ® [n1). ® |[n2). @

e |nN>c = |n0,n1,n2, T ,nN>c.

As autofuncgoes correspondentes a tais estados sao, portanto

()5

N
(I)'VZO,TLI ,,,,, ny (Q)c = <Q ’ n07n17 "-7 H

r=0

Hm (VeQ) e QQ]

(1.52)

N
1
Enmm,...,nzv = Z Q, (nr + 5) . (1.53)

Usando a identidade

na equagao (1.53), encontramos,

no LS ) ZQ (nr )

(t0r)2 + Z (tkr)2] ) (154)
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ou ainda melhor expresso por?,

N

Eromyonmn ZHQ <n > tor) +ZhQ (n ;)Z(tkr)Q. (1.55)

k=1
Da equagao acima podemos concluir que a energia do sistema se divide em duas partes, nas
quais podemos associar com novos estados coletivos. Denominamos estes novos estados
coletivos de estados vestidos. Fisicamente, vamos identificar os estados vestidos com os es-
tados associados ao oscilador e aos modos fisicos do campo, i.e, com os estados fisicamente
mensuraveis. Para o oscilador vestido vamos associar a fragao de energia correspondente

ao primeiro termo da equagao (1.55),

N

Z hQ” (tor)?. (1.56)

2

Com os modos vestidos do campo, associamos a fracao de energia correspondente ao

segundo termo da equagao (1.55)

(ter)?. (1.57)

Mz

N rQ,
2.5

r=0

=
Il

1

Agora podemos dizer que o sistema pode ser visto como composto por um oscilador e um
campo vestido. Aqui, fica claro que o termo vestido esta associado a mudanca de energia
quando tratamos do problema acoplado. Situacao anéloga a encontrada anteriormente,

quando discutimos a necessidade de se redefinir a frequéncia fisica do oscilador.

Naturalmente, surge a seguinte questao. Se estamos redefinindo o que sao os estados
fisicamente mensuraveis, devemos também redefinir as variaveis cinematicas associadas a
esses estados? Colocado de outra forma, sao g, e p,, as quantidades fisicas? Na proxima
secao veremos que ¢ necessario redefinir as quantidades g, e p,, as quais chamaremos

de coordenadas vestidas e momentos vestidos, ou renormalizados, em termos dos quais

escreveremos os estados vestidos ou renormalizados.

1.4 Coordenadas e estados renormalizados

Para justificar a necessidade de introduzirmos coordenadas renormalizadas e estados renor-

malizados vamos considerar o seguinte problema. Imagine que o oscilador de frequéncia wy,

3Aqui abriremos mao de h = 1 para tornarmos mais visivel o aspecto da divisdo energética entre as

partes do sistema acoplado.
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representado na equagao (1.29), represente um atomo e os outros osciladores representem
os modos do campo eletromagnético. Se nao existir interagao entre eles, a Hamiltoniana

livre, possui as seguintes autofuncoes:

N 1
wy,\ 1 27w 1y g2
\Ijno,nh---ﬂlN (Q) = <q | No, N1, "'anN> = H <?ﬂ> ’ FHTLM (\/ wﬂqﬂ) e 2| (158)
n=0 B

O significado fisico de W, 1y ny,...nn (¢) Deste caso é claro, este representa um atomo em
seu ng-ésimo nivel excitado e n; fotons de frequéncia wy. Agora, considere o estado
U,0.00...0 (@): O atomo excitado em seu ny-ésimo nivel excitado no vacuo quantico. A
partir de experiéncias, sabemos que qualquer nivel excitado de um atomo é instéavel. A
explicacao deste fato é que o &tomo nao esta isolado da interagao com o campo eletromag-
nético. Esta interacao em nosso modelo aproximado é dada por um acoplamento linear de
do com ¢j,. Obviamente, quando se leva em conta essa interacao, W, 00,0 (g) é instavel.
Mas existe um problema, o estado Wo 0 . 0(q), que representa um atomo em seu estado
fundamental e nenhum f6ton, é também instavel, contradizendo o fato experimental da
estabilidade do mesmo em seu estado fundamental e na auséncia de fotons. O que esté
errado? A primeira ideia que vem em nossa mente, seria admitir que o modelo dado pela
equagao (1.29) esta errado. Certamente, sabemos que o modelo correto para tratar o
problema em questao é a Eletrodinamica Quéantica. Porém, tal descricao é extremamente
complicada, além de limitar-se a resultados aproximados e abordados perturbativamente.
Como o nosso objetivo ¢ manter o modelo o mais simples possivel e ainda insistir em
descrevé-lo pela Hamiltoniana dada pela equagao (1.29), o que podemos fazer para que a
estabilidade do atomo em seu estado fundamental nao seja violada? A resposta esta no
espirito do programa de renormalizagdo empregado em Teoria Quéantica de Campos [9]:
As coordenadas §,, que aparecem na Hamiltoniana, nao sao as coordenadas fisicas, sao
as coordenadas “nuas”. Nos introduzimos coordenadas renormalizadas (ou vestidas)?, g
ey, respectivamente para o atomo vestido e os fotons vestidos. Definimos coordenadas

renormalizadas ¢, como as fisicamente significativas.

Na representacao destas coordenadas, definimos as autofungoes vestidas da seguinte ma-

4Usaremos estas duas nomenclaturas aqui, como sinénimos.
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neira,

Vgns -y (@) = {d [ n0, 70, nv)a =

(1.59)
onde o subscrito d refere-se a estado vestido. Os estados vestidos dados pela equagao
(1.59) s@o definidos como estados fisicamente mensuraveis e descrevem em geral, o a&tomo
em seu ng-ésimo nivel excitado e ny foétons de frequéncia wy. Obviamente, no limite em
que a constante de acoplamento g — 0, as coordenadas renormalizadas qil devem resultar
nas coordenadas “nuas” g, em outras palavras essa possivel transformagao de coordenadas

deve ser automaticamente “desligada” quando nao houver acoplamento para as mesmas.

Agora, a fim de relacionarmos as coordenadas renormalizadas com as ‘“nuas”’, teremos
que utilizar a exigéncia fisica de estabilidade do estado fundamental do atomo vestido.
Essa exigéncia faz-se necessario que o estado fundamental vestido seja uma autofungao da
Hamiltoniana com interagao, dada pela expressao (1.29). Além disso, o estado fundamen-
tal vestido deve ser o de minima energia, isto é, ele deve ser definido como sendo idéntico
(ou proporcional) a autofungao do estado fundamental da Hamiltoniana com interagao.
Partindo desta definicao, pode-se construir as coordenadas renormalizadas em termos das

“nuas”. Faremos isso agora.

O primeiro passo para esta construcao é resolvermos as autofunc¢oes da Hamiltoniana
com interacao (1.29). Boa parte deste processo de resolugao consiste em diagonalizarmos
a Hamiltoniana (1.29) através da introdugdo das coordenadas e momenta normais QT e
Pr, procedimento esse que ja esta feito na se¢ao (1.2), e visto com maiores detalhes no
apéndice B.

Uma vez diagonalizada a Hamiltoniana, encontramos a equacao (1.33), cujas autofungoes

sao dadas por

N 1
Q. \1 [27m — 1
(I)no,nl,...,m\r (Q)c = <Q | no, Ny ... nN>c = H (?) FHRT ( QT’QT‘) € éQer )

= (1.60)
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onde o subscrito ¢ denota estados coletivos®. Agora, usando a definicao de coordenadas

renormalizadas, podemos inferir que

‘Po,o,...,o(q,)d X Cbo,o,...,o(Q)c- (1-61)
Usando as equagoes (1.59) e (1.60), encontramos

1N 2 N 2
e 2 H:o‘*’u(‘h’;) :e—%ZT:OQr(Qr) ,

a partir das quais, as coordenadas renormalizadas sao obtidas como

(1.62)
que em termos das coordenadas nuas, podemos escrever
N
QL = Z Muuqm (163)
v=0
com M, definido por
(1.64)

Na verdade, teriamos uma constante aditiva quando saimos da proporcionalidade (1.61) e
levamos em conta a igualdade. Porém, se fizermos esta constante igual a zero nao teremos
perda de generalidade. Mencionamos que, em principio, poderiamos ter qualquer matriz
ortogonal que torne possivel encontrarmos a equagao (1.62), no entanto, como no limite de
g — 0 as coordenadas renormalizadas devem ser iguais as nuas, é necessario que t,, — 9.,

também neste limite.

Antes de terminarmos este capitulo, é necesséario salientarmos que estas coordenadas in-
troduzidas nao sao fruto de uma mera mudanca de variaveis, elas sao novas coordenadas
intrinsecamente ligadas a exigéncia da consisténcia fisica do modelo. No préximo capi-
tulo iremos ver como a introducgao de tais coordenadas contribuem para a realizacao dos

calculos associados aos diversos processos radioativos do sistema.

5Também mencionadas como normais no decorrer do texto.



Capitulo 2

Processos de radiacao na representacao

de coordenadas

Sistemas mecéanicos quanticos permanecem estéveis na auséncia de intera¢ao. Ao interagir
com um ambiente, eles perdem a estabilidade como consequéncia desta interacao. Um
corpo material, por exemplo, um atomo ou uma molécula excitada, muda de estado em
razao da sua interacao com o meio no qual estao envolvidos, o acoplamento d&tomo-campo
eletromagnético, no caso de um atomo, ou a interacao quark-glion para um nicleon dentro
de um niicleo atomico, sao exemplos. Conhecermos os mecanismos de perda de estabilidade
é importante, mas em geral, torna-se um trabalho arduo, devido ao fato das ferramentas
para realizar tais tarefas serem apenas métodos aproximados, levando a dificuldades no
processo de modelagem e compreensao do comportamento do sistema. Aqui, estamos
interessados em mostrar os passos necessarios para os diversos processos de radiacao do
sistema causados pela interacao atomo-campo eletromagnético. Algo bem semelhante ao
que foi feito nos trabalhos pioneiros, relacionados ao assunto de coordenadas renormaliza-
das, especialmente |1, 9, 11]. A titulo de tornar exposto a forma como as referéncias citadas
acima resolveram alguns dos problemas relativos aos processos radioativos, iremos resumir
os passos realizados por estes no processo de calculo de amplitudes de probabilidades de

transicao, como uma das aplica¢oes do formalismo de coordenadas renormalizadas.
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2.1 Amplitude de probabilidade na representacao de co-
ordenadas

Para uma abordagem inicial podemos nos perguntar como calcular a amplitude de pro-
babilidade associada a uma determinada transi¢ao. Por exemplo, seja o estado inicial do
sistema, num instante ¢t = 0, dado por | ng, ny, - - - ,nN>d. Agora se perguntarmos, qual a

probabilidade de encontrarmos para um instante ¢ diferente de zero, o sistema no estado

| mo,my, -+ ,my)q? Denotando esta amplitude de probabilidade por Ajemi: N (1), te-
mos
mo,mi, - ,m _ —iHt
Anoo,nl,l nNN(t) - d<m07m17'” y N | € ‘ No, Ny - 7nN>d7 (21>
ou
o
mo,Mm1, MmN _ E lol1, lol1,In —itEy 1y, 1
Ano,nh N (t) _ Tno,m, nNTmo my,-my € o Ny <2'2)
lo,l1,++,InN=0
N
onde Ej, 1, ix [, + =), sdo os autovalores coletivos de energia. Mais adiante
0501500y 2
r=0

desconsideraremos a energia do vacuo por ser fisicamente irrelevante, quando calculamos

as probabilidades de transi¢ao. Os Tfl%lﬁl ZJTVLN sao dados por

T?i%:lrll;;:“,l,]?\{]v ¢ <l(), ll> ) lN | No, N1, - - 7nN>d = /dQ(I)loyllr“ N (Q) \Ijnoynl,"' N (ql) :
(2.3)
A dificuldade que surge neste método inicia-se exatamente na equagao (2.3), e o motivo é

claro. Usando as equagdes (1.59), (1.60) e (1.62) ) temos

Tiohix / d@[ \/ T, (Va0
r,u=0

H,, (ZtW_Q)

S Q7 (2.4)

Usando a propriedade [28]

u, (z mf@) 1|

Alny] r=0

HST(\/Q_rQr) ) (2.5)

na equacao (2.4) vemos que para obter os coeficientes Té%lfbl y . devemos calcular integrais
envolvendo produtos de polinomios de Hermite. No caso em que ha produtos de dois
polinémios de Hermite, podemos usar relagoes de ortogonalidade. Para produtos de trés

polinémios ainda é possivel calcular, mas para um nimero arbitrario de polinomios de
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Hermite o calculo é praticamente inviavel. Assim, o calculo de amplitudes arbitrarias sera
praticamente impossivel. Para alguns detalhes das possiveis dificuldades que irao surgir,
ver [47], nas paginas [626-629]. Em [9] foi estabelecido uma forma de contornar estas
dificuldades, na qual foram encontradas regras de soma.

Devemos mencionar que em certas situagoes é possivel calcular de forma exata as integrais
(2.4). Embora no proximo capitulo introduziremos o formalismo dos operadores de criagao
e aniquilacao vestidos para contornarmos a dificuldade acima mencionada, consideramos
aqui uma situacao na qual é possivel se obter de forma exata a amplitude de probabilidade
através do calculo da integral (2.4).

Considere o célculo da amplitude de probabilidade de um estado inicial | 0,--- ,n,,---,0)q4
em t = 0, ser encontrado em um instante ¢ diferente de zero, em | 0,0,--- ,m,, -+ ,0)4.

A partir da equagao (2.2), encontramos

oo

0,0, ,my,- .0 1y lo,l1,+ N lo,li, N —itEy 1 .
"40,0,~~~,nu,~~,0 (t) - Z T()o T ~~,0T0,0,-~,m1,,~--,06 lo:l1 ’ZN, (26)
lo)l1,,In=0
onde os Tlo’ll’ niN .0, bodem ser escritos como
A 0 N N2 fo-t\ V2 so-m\ 1/2
0,015, "IN _ T
106, - 0 —/ dQ H (_) ( K ) ( ) ) Hi, (VQQr)n,, !X
oo S\ T ol n,,!
_ 2
511 [%) s vio -] | 27)
Afny] r=0 |

onde usamos a equagao (2.5). Tal que, com algumas simplifica¢oes, obtemos

o= vade e ST e e, e

Afn,] =0

lo,l1,+ I
De forma similar, podemos encontrar para os Tp5 ",

My, ,00
ity = vl S I erevita.]. e
ml,] r=0
substituindo as equagoes (2.8) e (2.9) na equagao (2.6) encontramos
oo 1
07.A.7mu7...70 . —itE Ay, n’u!my! 2 l
’AO,"-,RM,"-,O (t> =€ o w Z (2mu+nu) Z H ' 2 l '5lT5T !
li,l2, ,In=0 Almy],Aln,) r=0

(2.10)

E uma vez que ZA[mu] l, =m, = EA[W] s, = n,, ficamos com

—1Qt\ Sy
AQr e D) = e Moo, 1Y H { ’”e ) } , (2.11)

Alny] r=0
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ou ainda
o
AGme () = o [Z Lyt ]
— efltEo,o,., ’Oénum,, [f,ul/ ( )]”u ’ (212)
onde
N
fMV(t) = Zturture_lgrt- (213)
r=0

Em (2.12) ¢ importante notarmos a existéncia de uma delta &, ,m,. Assim, se n, # m,,

teremos .A ﬁ(t) = 0, ou seja, nesta situagao de acoplamento linear surge natu-

mu .
ralmente uma especie de regra de selecao que proibe, por exemplo, que o a&tomo no seu
segundo estado excitado decaia para o seu estado fundamental emitindo um tnico féton.
Notemos, de (2.12), que | f,.,(t)|* € a probabilidade de ocorrer uma transigao de um quan-

tum de energia do modo p para o modo v (note que, f,.(t) = f,.(t)). Isto é reforcado

pela seguinte propriedade de f,,(t) :

N N N ' N o
zrfwunuz(ztus%a )(z )
v=0 v=0 s=0

=0

N N N
= Z Zel (e 02r) tt,urtus Zturtus = Z twn)z = 1, (214)

r=0 s=0 r=0
:57‘5

ou ainda, escrito de outra forma,

| foo(?) +Z|f0k =1, (2.15)
N

| fro (1) + Z | frw (D)* = 1. (2.16)
k=1

Na proxima subsegao determinaremos f,,(t), no limite continuo, R — oo, usando um

formalismo baseado no teorema dos residuos.

2.1.1 Método dos residuos no limite continuo

Observemos que para determinar a amplitude de probabilidade (2.12) ainda devemos re-
solver f,,(t) dado pela equacao (2.13). Para calcularmos o somatério devemos em primeiro
lugar, computarmos as autofrequéncias e os elementos de matriz t,,. Conforme notado

no capitulo anterior, as autofrequéncias nao podem ser resolvidas de forma exata, ja que
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estas sao raizes de uma equagao transcendental, equagao (1.46). Mesmo determinando de
forma aproximada estas autofrequéncias, ainda devemos encontrar os elementos de matriz
t,w € posteriormente efetuar um somatoério com infinitos termos. De onde concluimos que,
resolver (2.13), encadeia uma série de dificuldades. No entanto, podemos contornar estas
dificuldades empregando um método indireto baseado no teorema dos residuos, o qual foi
introduzido em [10]. Usaremos, daqui para frente, este método ao longo do restante deste

trabalho. Para este fim, consideremos o célculo de expressoes da forma

N
= turtin G () (2.17)
r=0

onde G, (€2,) é uma funcdo analitica de ,. Expressoes do tipo (2.17), também apa-
recerao quando considerarmos outros tipos de amplitudes nos capitulos seguintes. Para

resolvermos a soma em (2.17), definimos uma fungao W(z), de variavel complexa z,

2 2 = 0’z
k=1

Utilizando as equagoes (1.34), (1.35) e (1.36), notamos que os §2, sao raizes de W(z), ou
seja, se z = (2., temos

W (Q,) = 0. (2.19)

E importante observarmos que se z = €., implica que W (z) = 0, mas a reciproca nao é

necessariamente verdadeira.

Se tomarmos p = v = 0 na equagao (2.17), encontramos

N

R()(] - Z (to,«>2 GOO (QT) . (220)

r=0

Poderiamos escrever diretamente foo(t), no lugar de Rgy, mas queremos generalizar o

método do uso de W(z). Agora, notemos que y ¢ igual a
z
dW (z) ) 2z 223
=2
dz Z+n;[wk—z2)+(wz—22)2 ’
ou ainda
dW (z)
=2z |1 . 2.21
7 z|1l+n Z (@ — 22 ] (2.21)

Comparando a equagao (2.21) com (1.35) e tomando z = ()., encontramos

dw (z)
dz

= 2Qr (t(]r)_Q )
2=,
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ou sejal,
2Q)
tor)? = ————. 2.22
(0" = e 222)
E assim, substituindo (2.22) em (2.20), encontramos,
N
QQTGOO
Ry = —_—. 2.23
=27 g, (2.23)

O resultado (2.23) nos remete a um teorema em calculos de residuos, onde uma determi-

nada fungdo analitica f(z) possuindo a forma [30, 31]

P(z)

f(z):Wz)’

onde P(zy) # 0 e Q(z) possua zero simples em z = 2, e neste caso R.f(z) = CI;,((ZZOO)) com

Q'(z0) # 0. Sendo R.f(zp) o residuo de f(z9). E com o uso do teorema dos residuos,

encontramos

P(2), o N~ Pl)
dz = 2im , (2.24)
%50 2T
sendo C' uma curva fechada que contenha todos os z., zeros de @ (z,). No nosso caso, a

curva C' deve ser um contorno fechado que contenha o eixo real positivo em seu interior,

ou seja, onde os €2, se localizam. Usando estes resultados podemos escrever,

Ry = L § 2Cwb), (2.25)
T Jo (2)

Desta forma, o artificio mateméatico empregado com W (z), que ao longo deste texto iremos
referir como método dos residuos no limite continuo, possibilita deixarmos de lado as somas
discretas envolvidas nos calculos das amplitudes de transicoes e trabalharmos com somas
continuas, 7.e, integrais.

Nas subsecoes seguintes iremos aplicar este método em alguns casos de interesse.

2.1.2 Amplitude de probabilidade de permanéncia do oscilador

(Atomo) em seu primeiro estado excitado

Tomando p = v = 0 na equagao (2.12) obtemos a amplitude de probabilidade com que o

oscilador permaneca, para o tempo igual a ¢, no seu n-ésimo estado excitado, dado por

A0 (t) = [foo (0] (2.26)

aw
Estamos fazendo # =W'(2).
2
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—itE,o,..

onde descartamos o fator e pelo fato de nao contribuir para a probabilidade

associada. FEste problema foi resolvido inicialmente em [1], e encadeou uma série de
trabalhos com diversas aplicagoes e extensoes de grandes interesses, ver as referéncias
9, 10, 11, 12, 13, 27, 32, 33, 34, 35, 36, 37|. Aqui iremos tratar em detalhe a probabilidade

de permanéncia do 4&tomo em seu primeiro estado excitado, i.e, em (2.26), tomamos n = 1.

Usando Go(z,t) = e %! na equagao (2.20) podemos escrever fo(t), como

1 [ ze %
t)=— ¢ ——d 2.27
folt) =5 4 win (2.27)
porém, antes de resolvermos (2.27), temos que determinar a forma de W(z). Podemos

encontrar W(z) no limite continuo, ou seja, no limite em que R — oo. Neste limite,

podemos escrever a equacao (2.18), na forma?

dw

m7 (2.28)

W(z) =2 —wi+ 2922/
0

onde, com o uso do teorema dos residuos, encontramos

22 +irgr —w?, se Im(z) >0
W(z) = gEm ) (2.29)

2?2 —imgz —wi, se Im(z) <O0.

Escolhendo um contorno da forma da Figura (2.1) e substituindo (2.29) em (2.27), encon-

tramos

& Im(Z)

9

=
b
§

Figura 2.1: Contorno retangular que contemple todo o eixo real positivo, onde estao

presentes todos os €2,.

f00<t> _ i |:/oo ( (x — iE)e‘(ﬂC—ie)t ot /0 (QJ + Z~€>e—(x+z’s)t dx:|
0

i x —i€)? —ing(x — ie) — w} s (T +ie)2 +img(x + ie) — Wi

(2.30)

20bservemos que no limite de R — 0o, wi41 — wr = Aw torna-se infinitesimal, dw.

e—0t
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Apo6s uma manipulagio algébrica e da aplicagao do limite e — 07, (2.30) pode ser reescrita

na forma
2 —ixt

Foolt) = 2g /OOo ( re dx (2.31)

xr2 — wg)? + 71'292{132

Como mencionado nesta segao, a equagao (2.31) nos fornece a amplitude de probabili-
dade do oscilador permanecer em seu primeiro estado excitado. Portanto, como forma de
teste da validade do resultado acima, calculemos fyo(0). Segundo a equagao (2.20) com

Goo(Q,,t) = e *¥ devemos ter

N
foo(0) = Z(t0r)2 =1
r=0
Tomando ¢t = 0 em (2.31), encontramos
00 ZL'2
0)=2 dr = 1. 2.32
) =20 | s (2.32)

Apesar de parecer dificil que a equacao (2.32) seja exatamente igual a 1, este resultado é

demostrado em maiores detalhes no apéndice C.

Agora continuamos a solu¢ao para a amplitude de permanéncia. Para resolvermos (2.31),

mais uma vez utilizaremos o teorema dos residuos, fazendo

2267'th

(22 _ W8)2 + 7T29222’

h(z) =2g (2.33)

vemos que esta fungao possui quatro polos:

g Ty
Z1=1—+KkK Z9 = —1— —K
2 2
79 g
23 =—1— +K 2y =1i— —K
2 2 ’
242 e 3
com k = y/wj — . Desta forma, basta utilizarmos um contorno na forma da Figura

(2.2). Feito tal escolha de contorno, podemos escrever

/h( \d —/0 0g ez +/°o h(2)d +/ h(z)d (2.34)
; 2)dz = g(z2—w8)2+7r29222 i 2)dz . 2)dz, .

—00

ou seja,

/Ooh( d —/0 0g e +/h( )d —/ h(z)d (2.35)
; Z)az = . g(ZQ — w%)Q n 7'('29222 - Z)az o Z2)az. .

A integral em todo o contorno C' é resolvida com o auxilio do teorema dos residuos,

- inyg —i(k—T9)t
hiz)dz=1{1—- — 2 )Y 2.
/C (2)dz ( o ) e (2.36)

resultando em
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4+ Imz

—
L 4
L

i Rez

~ Cr

Figura 2.2: Contorno C' de integragao da equacao (2.34), onde esta presente o polo z3.

Agora vamos resolver a integral no contorno Cg. Esta pode ser reescrita na forma,

0 ; 3,310 ,—it R(cos 0+isin 6)
2igR df
/ h<2)dZ :/ Zg 2'96 62 2 2 .2 P2 ,2i0 ) (2'37)
Cn (R2e%9 — w§)? 4+ m2g? R2e% o

us
I
onde substituimos z = Re?, com R igual ao raio do contorno que varre todo o quarto

quadrante do plano complexo, por meio do angulo 6. No limite R — oo, usando o lema

de Jordan [38], temos
/ h(z)dz =0, quando R — oc. (2.38)
Cr

Nestas condicoes, ficamos com

00 N ) 0 2 —izt
/ h(z)dz = (1 . @> e il 5t +/ 207 e Td (2.39)
0

2Kk oo (22— wWR)2 4 m2g22%

Se realizarmos a seguinte mudanca, z = —iy, com —o0 < y < (0, uma vez que estamos
integrando sobre o eixo imaginario negativo, encontramos

00 . ' ing [es) 2 —ytd
/ h(z)dz = (1 - @) i3 +/ 20i; ygo W (2.40)
0 0

2K Y2+ w?)? — w222’

ou mais precisamente,

Joo(t) = (1 - %) e 5 4240 (1), (2.41)
onde
e8] 2 —ytd
ye Vdy
t) = . 2.42
7) /0 TP+ — g2y (2.42)
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Apesar do resultado definido pela equagao (2.41) parecer tinico, isso nao é verdade. Note
que estamos supondo k real e diferente de zero. Se considerarmos x igual a zero ou
imaginario, entdo a expressao (2.41) com J(t) dado pela equagdo (2.42) deixa de ser
valida. Isso se deve ao fato de que os polos estarao no eixo imaginario. Nesses casos tem
que se considerar a expressao dada pela equagao (2.31), a qual pode ser avaliada de forma
numeérica.

No caso em que wyt > 1, podemos avaliar J(t) de forma aproximada, na qual chamamos

aprozimacao para tempos longos. Nestas condigoes a equagao (2.42), torna-se

J(t) = 9/000 y%;%, (2.43)
que se fizermos, , N
0= G |, o),
encontramos como solugao
J(t) ~ % (2.44)

Substituindo (2.44) em (2.41) e calculando o modulo quadrado do mesmo, encontramos a

probabilidades associada que denotaremos por Pyo(t):

7292 - 8¢ . mg mgt 16g2
Poo(t) = (1 + 12 ) eIt _ @ [Sln(/it) + 2 cos(kt)| e” 2 + @

(2.45)

Na Figura 2.3 temos duas solugdes numéricas para a equagao (2.45). A curva em ver-
melho representa a probabilidade do atomo permanecer em seu primeiro estado excitado
quando temos uma constante de acoplamento da ordem de g = 6,0 x 1073 /s, ja a curva
em preto esta associada a uma probabilidade com uma constante de acoplamento da or-
dem de g ~ 3,0 x 1073/s, ambas com a frequéncia do oscilador com valor fixo, da ordem
de wy = 1,0/s. Estes resultados mostram que, apesar de existirem termos oscilantes em
(2.45), o decaimento exponencial torna-se predominante.

Neste regime de acoplamento fraco, i.e, para g pequeno quando comparado com wy, obte-
mos de (2.45) que a probabilidade do 4tomo permanecer excitado apds um tempo ¢ > wio

obedece a conhecida lei de decaimento exponencial [39],

Poo(t) ~ 6_7Tgt. (246)

Embora aqui consideramos somente o calculo da probabilidade de permanéncia do atomo
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Figura 2.3: Analise da equacdo (2.45). A curva em preto estd associada a uma constante de
acoplamento da ordem de g ~ 3,0 x 1073/s e a curva em vermelho com g ~ 6,0 x 1073/s.
Definimos o parametro wy = 1,0/s. Nas aproximagoes consideradas, temos um tempo caracte-
ristico (7 = 7%9) de decaimento da ordem de 7, ~ 106s e 7, = 53s, para as curvas em preto e em

vermelho, respectivamente.

manter-se no primeiro estado excitado, na situacao em que R — oo, devemos salientar
que no caso de cavidades pequenas, i.e, para R suficientemente pequeno, também pode-se
estimar esta probabilidade. Usando-se o fato de que para R suficientemente pequeno, as
autofrequéncias sao aproximadamente as mesmas que as frequéncias dos modos normais do
campo, em [11], foi encontrado que a probabilidade do d&tomo permanecer no primeiro es-
tado excitado oscila como fun¢ao do tempo entre um valor minimo e um valor maximo. Por
exemplo, para uma frequéncia da ordem de wy ~ 4,0 x 10'*/s (dentro do visivel), em uma
cavidade de diametro da ordem de 2R ~ 1,0 x 107%m, foi encontrado uma probabilidade
de permanéncia de 97%. E também, para uma tipica frequéncia na faixa de micro-ondas
da ordem de wy ~ 2,0 x 10'°/s com uma cavidade de raio da ordem de R ~ 1,4 x 10~%m,
encontrou-se também 97%. De onde se conclui que um estado atémico instével torna-se

praticamente estéavel quando confinado dentro de uma cavidade de raio suficientemente
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pequeno. A informagao quanto a distribuicao de energia dentro da cavidade esférica, no
nosso caso, nos remete a importante area de pesquisa intitulada Eletrodindmica Quéantica
em Cavidades, ou simplesmente, CQED?. A Eletrodinamica Quantica em Cavidades, em
resumo, estuda os processos fundamentais de interacoes entre atomos e campo eletromag-
nético dentro de cavidades refletoras. Portanto, o formalismo de coordenadas renormaliza-
das vem como uma ferramenta de ajuda também neste ramo, como por exemplo pode ser
apreciado nos estudos realizados em [27], que fazem uma interessante comparagao junto
aos resultados experimentais contidos em [40, 41], verificando estabilidades atdémicas em

regimes de acoplamento fraco e forte.

2.1.3 Amplitude de probabilidade de decaimento do oscilador (4tomo)

Tomando p = 0 e v = k, em (2.12) obtemos a amplitude de probabilidade do oscilador
(d&tomo) decair do seu n-ésimo estado excitado para o seu estado fundamental por uma

emissao de n quanta do campo, com frequéncia (ou energia, se i = 1) wy, dada por
ARG () = Lfor (8)]" (2.47)

lembramos aqui, que ji estamos desconsiderando a fase envolvida. Assim como em
AZ:&::: :g(t), vamos considerar apenas o caso relacionado ao primeiro estado excitado, n = 1.
Desta forma a probabilidade que iremos calcular é na verdade a associada ao processo de
decaimento do &tomo, do primeiro estado excitado para o estado fundamental por uma

emissao de um quantum de frequéncia wy. Essa probabilidade depende da quantidade

Jor(t),

N
for() = tortyee ™. (2.48)
r=0
Usando (1.34) e (1.35) em (2.48), temos
[t
Sor(t) = mwi Y [m} it (2.49)
r=0 k r

que com o auxilio de (2.22), encontramos

N Qre—iQrt
for(t) = nw Z; o) () (2.50)

3Do inglés Cavity Quantum Electrodynamics



29

Podemos questionar a validade do método dos residuos no limite continuo neste caso,
por conta do surgimento do termo singular (w? — Q?) no denominador da equagao (2.50).

Porém, vamos supor que ainda seja valido, tal que possamos escrever

Wi Ze—izt
Jor(t) = ”E?{, Ty W<Z)dz. (2.51)

Sendo possivel escrever (2.51), com o uso do teorema dos residuos, temos para for(t),

Nz — O, )ze
Jor(t) = nwk{ [Z V<V’(z) (w);% - 22)]

r=0

, (2 — wy) ze
+ zligulk W'(z) (wi — 2) (Wi + 2) } (2.52)

2—Q
Mas, basta analisarmos a equagao (2.21), no limite em que z — wy, para verificarmos
que W’ (z) — oo, mostrando que a segunda parte de (2.52) possui contribui¢ao nula para

for(t), de onde concluimos que a expressao (2.50) é valida.

Usando a equagao (2.29) e o contorno retangular representado pela Figura (2.1), encon-

tramos

—ixt
NW ze
Jou(?) i [/0 (z+ 5L —r)(x+ B2+ k) (T +ie — wp) (2 + e + wy)

(2.53)

_/oo xe—ixt "
o (2= —kK)(x—ZL+ k) (x — ie — wg)(z — ie + wy)

Podemos resolver este caso utilizando mais uma vez o contorno ilustrado na Figura (2.2).

e—0

Com o auxilio deste contorno podemos escrever

. (2.54)

e—0

w :L.efixt
fOk(t) = u / ing ing ; ; dx
o |\Jo (z+ 5 —k)(r4+ T+ R)(+ie —wp) (T + i€+ wy)

tal que, mais uma vez reescrevemos

/Cg(z)dz = /OOO g(z)dz + /_OOO g(z)dz + /CR g(2)dz, (2.55)

e da mesma forma que em fyo(t), quando tomamos o limite de R — 0o, temos contribuigao

nula no contorno Cg, restando

/Ooog(z)dz = /Cg(z)dz -~ /_iog(z)dz. (2.56)

Com o auxilio do teorema de Cauchy, encontramos

0o 1— ing e—int—%t e~ Wkt 0
/0 g(z)dz:nwk[( - 5 T~ T ] +/ g(2)dz. (2.57)

[Wk — (k=15 )2} Wi — w§ + imgwi] —o0
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Ja a contribuigao de —oo a 0, avaliada com W (z) no limite continuo, torna fo(t) da forma

(1— m_g)e—i(m—'T)t e iwit

Jor(t) = ey [ o _2/@(% ] " o] +2il(t) | (2.58)

com £(t) igual a

’ o} y y2€—yt
t) = ;
0= |

no regime k2 > 0. A analise de um outro regime para fo(t), depende apenas do parametro

K, assim como mencionado na se¢ao anterior, certamente se fizermos consideracoes dentro
de outros regimes, tais como k% = 0, k% < 0, k% > 0 ou ainda, xk? < 0, terfamos amplitudes
de transigoes distintas da apresentada pela equagao (2.58). Considerando apenas o regime
em que k? > 0, e o médulo quadrado de (2.58), encontramos a seguinte probabilidade

2, 2 2 2 —mgt —ngt
Poe(t) = %% { notwe 7€ F ) <[2/<;(w,% —wp)? + mgPwi(wp + wi)] cos[(wy—k)t]+

K KK (wg) K?(wy

+7g(wi — wi) (Wi + wa — 2kwy) sin[(wg — K)t] + 20(t) K (wi) ¥

[26(wj — wi) sin(kt) + mg(wj + wp) cos(/-ct)}) + 4/@';((2%) X
[(wi — w§) sin(wgt) + 7gwy cos(wkt)] + 4/{95(75)2}, (2.59)
onde
K(wg) = (wi — wi)? + 7 g wi. (2.60)

Salvo as aproximagcoes feitas para o nosso modelo, o resultado acima deve possuir alguma
semelhanca com algum processo atomico descrito pela Eletrodinamica Quantica. Sabe-
mos que os atomos emitem foétons mesmo quando nao existe um campo eletromagnético
aplicado por meio de um mecanismo chamado de emissao espontinea. A EletrodinaAmica
Quaéantica mostra que sempre existe um campo eletromagnético presente nas vizinhangas
do 4tomo. A razao é que o campo eletromagnético tem energia quantizada discretamente e
como em qualquer sistema de energia discretamente quantizada, o campo eletromagnético
tem uma energia de ponto zero. Assim, sempre haverd alguma vibracao eletromagnética
presente, qualquer que seja a frequéncia necessaria, para induzir oscilagbes de carga que
levam o atomo a irradiar “espontancamente” [43|. Tal como foi mencionado a forma como

estavam preparados os estados inicial e final associados a esta probabilidade, a equacao
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(2.59) deve reproduzir alguma caracteristica deste fendmeno de decaimento citado acima.
O problema é que a solugdo exata da equagao (2.59), em qualquer instante de tempo,
torna-se de dificil acesso por métodos analiticos por conta da presenga de ¢(t), mas sendo
completamente possivel sua resolugao numericamente. Porém, podemos evitar esta difi-
culdade estudando o comportamento desta probabilidade no limite em que t — co. Apli-
cando este limite de tempo longo e lembrando que estamos analisando todos os processos
de transicoes no limite continuo, ou seja, no limite em que R — oo, encontramos?
2

W
<w2 _ wg)Q + 7T292w2

Fow = 2gdw (2.61)

Assim, a equagao (2.61) nos informa a probabilidade do oscilador (d4tomo) emitir um “fo-
ton” com frequéncia (energia) dentro de um intervalo entre w e w + dw. Se integrarmos
a equacao (2.61) em todo o eixo real positivo, i.e, onde encontram-se todas a frequéncias
w, verificamos que a probabilidade do oscilador (4&tomo) decair emitindo um “féton” de

frequéncia w é um, como era de se esperar.

Sabemos que um dos resultados previstos pela Eletrodindmica Quantica para processos
atomicos desta natureza, é que a energia emitida pelo d4tomo (o féton) tenha seu valor
proximo da energia associada a transicao entre os estados inicial e final do atomo. Em
especial, uma caracteristica importante neste fenémeno é a presenca de uma condicao de
ressonancia [39]. Portanto, como a equagao (2.61) representa uma probabilidade de decai-
mento, espera-se que a mesma apresenta ressonancia, como visto na Figura (2.6). Temos
um maximo em wy = wy. Resultado ja esperado do ponto de vista da mecanica quantica,

quando se trata de probabilidade de decaimento atémico, ver por exemplo [44].

Antes de concluirmos este capitulo, devemos mencionar que as probabilidades de per-
manéncia e decaimento, Py(t) e Pox(t), aparecem de forma bastante sugestiva no estudo
da evolucao temporal de um atomo acoplado com um campo de radiacao térmico, veja
[10]. Nessa referéncia foi demonstrado que a evolu¢ao temporal dos valores esperados
térmicos de operadores associados com o atomo, dependem exclusivamente das probabili-

dades associadas com as emissoes e absor¢oes de quanta do campo, i.e, dos termos Py (t)

€ P(]k(t)

4Como vimos no capitulo 1, n = /2gAw. Logo, quando R — oo, o Aw da equagao (2.61) torna-se um

intervalo infinitesimal dw.
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Figura 2.4: Analise da equagao (2.61), onde temos P(w) em funcdo de w com ¢g = 0,2/s,

wo = 2,0/s. Notemos uma regiao de méaxima probabilidade quando w = wy.



Capitulo 3

Formalismo com operadores de criacao

e de aniquilacao vestidos

Neste capitulo, ap6és uma breve revisao sobre o oscilador harménico quantico simples,
demonstramos uma nova forma de calcularmos probabilidades de transicao baseados em
operadores de criacao e de aniquilacao vestidos. Apos alguns exemplos de aplicacoes,
como uma forma de demonstrar a vantagem do método com estes operadores, comparado

ao método polinomial, calculamos um caso mais geral, o mesmo calculado na segao (2.1).

3.1 Revisando o oscilador harmoénico simples

A partir dos operadores ¢ e p, definimos operadores nao-Hermitianos, que denotaremos

a= \/g(cjﬂ‘g), (3.1)

it = |22, (3.2)

por @ e a' como

e seu conjugado

Conhecidos como operadores de aniquilacao e de criagao, respectivamente. Usando a

relagdo de comutagao [¢, p| = i, obtemos
[a,a'] = 1. (3.3)

Uma outra importante propriedade destes operadores é que, se definirmos a'a = N , po-

demos mostrar

= w(N+ %). (3.4)
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A utilidade dos operadores a e af surge quando investigamos os autovalores n, e autovetores

In) tais que (n|n) = 1, do operador nimero N, isto é, que satisfaca a relacio
Nn) = n|n). (3.5)

Considerando um estado qualquer que satisfaga a equacao acima, com a relacao de comu-

tacao (3.3), encontramos

ataa'|n) = a'(a'a + 1)|n) = (n + 1)al|n) (3.6)

ataaln) = (aa' — 1)aln) = (n — 1)aln), (3.7)

ou seja, afln) e aln) também sdao autovetores do operador N, com autovalores n =+ 1,

respectivamente. Desta forma, os autovetores |n+) podem ser obtidos fazendo

af
n+1) =~ (3.8)
n—1) = in|n>. (3.9)

Uma consequéncia imediata dos resultados acima é que o espectro de N deve ser o proprio

conjunto N. Uma vez imposta a ndo negatividade da norma de a|n), obtemos
(n|ataln) =n > 0. (3.10)

O resultado acima proibe a possibilidade de obtermos um autovetor com norma negativa
[42]. Definimos |0), correspondendo ao menor autovalor de N, de tal forma que @|0)
resulta no vetor nulo. Partindo deste autovetor podemos obter qualquer outro aplicando
sucessivamente o operador a':

(ah)"

e

A importancia destes objetos se reflete quando decidimos interpreta-los junto a descrigao

In) = 0y, VYn € N (3.11)

quantica de sistemas fisicos. Listemos algumas destas:

e Os autovalores n correspondem ao numero de quanta (de energia, por exemplo) num

dado estado, associado aos operadores @ e a';

e O operador a aniquila um quantum no estado em questdo. O operador af, por sua

vez, cria um quantum neste mesmo estado;
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e O operador N é tal que seu valor esperado, calculado num de seus autovetores,
revela o numero de quanta contidos em seu respectivo estado. Um autovetor de N
descreve um sistema cujo nimero de quanta no estado associado aquele operador é

bem definido.

A sintese que fizemos acima sobre o mecanismo utilizado para o estudo do oscilador harmo-
nico quantico, sera de grande importancia na proxima se¢ao, onde iremos estender tais pro-
priedades para o caso em que temos um espago composto por um nimero N de osciladores,

neste caso, vestidos.

3.2 Espaco composto por N osciladores vestidos

Em mecéanica quantica e em outras areas da fisica, quando um sistema fisico é composto
por um numero grande de particulas (muitos estados), geralmente usa-se o conceito de
espago de Fock [45]. Neste espacgo, surgem quantidades da forma de |n), bem como os
operadores! @, af e N. Em particular, |0) é denominado estado de vacuo, ou simplesmente
vacuo, do sistema em questao. Por exemplo, argumentamos que dinamicamente, um con-
junto de osciladores harmoénicos é equivalente a um gas de Bose de muitas particulas, e

portanto é sugestivo este formalismo [46].

No nosso caso, os estados de Fock que descrevem separadamente o oscilador e o campo
podem ser escritos como |ng)q®|n1)q®|n2)a®- - - |ny)q. Para tal estado, temos o oscilador
em seu ng-ésimo estado excitado e cada modo normal do campo, k£ =1,2,3,--- , N, com
ny fotons. Em algumas situagoes iremos simplificar a notagao para |n,ni,ng, -+ ,ny)4,

simbolizando a mesma configuracao acima.

Usando (3.11) podemos escrever para este estado

() (&) ()
ag ay ay
|n0an17"' 7nN>d: \/— ’0>d’ (312)

77/0! \/'fl,ll !

ny:
onde &Zf e d; denotam os operadores de criagao e aniquilagao vestidos. Na seguinte subsecao

iremos construir esses operadores.

LCom suas particularidades para sistemas compostos por férmions ou bésons, por exemplo.
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3.2.1 Operadores de criacao e de aniquilacao vestidos

Definimos os operadores de criagao e de aniquilacao vestidos de forma analoga as equa-

goes (3.1) e (3.2), substituindo coordenadas e momenta nis por coordenadas e momenta

vestidos:
D,
it =, [ (q’ —z—“> (3.13)
H 2 Bw,
(§]
N w .D
i, = 2“ (q + —“). (3.14)
,u

Os operadores a e a’T foram inicialmente utilizados para o estudo da dindmica do nao-
equilibrio de sistemas quanticos acoplados [33], processos de termalizagao de dtomos em
campos de radia¢ao [10], assim como em efeitos térmicos na estabilidade de atomos exci-

tados em cavidades [36].

Na representacao de coordenadas renormalizadas, o operador ]3’” vem dado por

~/
b, =

Quando calcularmos as amplitudes de probabilidade por meio dos operadores de criacao
e de aniquilacao renormalizados, serd necessario utilizarmos a relagao entre os operadores
renormalizados e coletivos, uma vez que os estados coletivos sao autoestados da Hamilto-

niana e nao os estados vestidos. Usando

N (R AP &
T— /T — =T
Al 5 (Qr ZQT> : (3.16)
1 Qr A .-lf)r
AT =1/ 7 <Qr + ZQ_T> s (317)

e empregando a regra da cadeia, podemos escrever a equagao (3.15) na forma

0Q, 0
_ Z 0, 90r (3.18)

1
zaQT’

e usando P

N
1 ~
=— S " t./QP. 3.19
=3 e 319

Utilizando (3.19), (1.62) e (3.14), podemos escrever

, (3.20)
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que, com uma simplificagao algébrica, encontramos

N A~
~ Qr A . Pr
CL; = Ztur \/ 7 (Qr + ZQ—> y (321)
r=0 r
e usando a equagao (3.17), obtemos
N
), =Y tud, (3.22)
r=0
e consequentemente
N
af =Y tuAl (3.23)
r=0

uma vez que os elementos de 1" = [t,,]| sdo todos reais. Uma importante caracteristica
demonstrada pela relagao mateméatica entre os operadores de criacao e de aniquilacao
renormalizados com os coletivos, é essa dependéncia linear, na qual é a mesma que existe
entre as coordenadas renormalizadas e as coletivas. Conforme veremos posteriormente,
esta caracteristica ird simplificar substancialmente os calculos envolvidos nos processos
radioativos.

Na seguinte secao vamos aplicar o formalismo dos operadores de aniquilacao e de criacao
vestidos no calculo de algumas amplitudes de probabilidade as quais também podem ser
obtidas pelo método apresentado no capitulo anterior, método polinomial. Consideramos

tais situagoes como uma forma de nos familiarizarmos com este novo formalismo.

3.3 Exemplos de aplicagcoes do formalismo com opera-
dores de criacao e de aniquilacao vestidos

Vamos introduzir o método com operadores a;, e dg através de alguns exemplos simples.
Em primeiro lugar vamos considerar a determinacao da amplitude de probabilidade do
atomo permanecer no primeiro estado excitado. Posteriormente, consideramos o célculo
da amplitude de probabilidade associada ao decaimento do &tomo desde o primeiro estado
excitado para o estado fundamental através da emissao de um quantum de radiacao.
Calculamos também, para fins puramente didaticos, a amplitude de probabilidade de
permanéncia do dtomo em seu segundo estado excitado. Finalmente, consideraremos um
caso mais geral de amplitude de probabilidade, a mesma calculada na segao (2.1), onde

poderemos apreciar a vantagem técnica do método em relagao ao método polinomial.
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3.3.1 Amplitude de permanéncia do oscilador (dtomo) em seu pri-

meiro estado excitado

Considere o caso em que a equagao (2.1), tal que apenas o d4tomo esteja em seu primeiro
estado excitado, | 10,0,0,---,0)4. Agora nos perguntamos qual a probabilidade de per-

manéncia deste estado? Isso equivale a escrevermos
ARSI = a(0,0,++,0,10 | | 1,0,0,- -+ ,0),. (3.24)
Dessa forma, com o auxilio das equagoes (3.22) e (3.23), podemos escrever

ARBE 00 = o(0,0,0,+ 0 e 10,0,0,-+-,0),

N N
=t Y o, d<0,0 0,---,0| A,e At | 0,0,0,- o>d, (3.25)

r=0 s=0

e uma vez que | 0,0,0,---,0); =| 0,0,0,---,0)., temos

A}ggg ( = _ZtEO ZtOT‘ZtOS i€ t Oa 70711” ‘ 1570707"' 70>c

7ztE0 Z to, Z tos€ —iQs t(srs

N

— e—itEo,“. 0 Z(t0r>26_i9rt — fOO(t>7 (326)
r=0

se mais uma vez desconsiderarmos a fase e 0.0

3.3.2 Decaimento do oscilador (4tomo) do primeiro estado exci-

tado para o estado fundamental

Agora consideremos mais uma vez o processo de decaimento do d&tomo do seu primeiro
estado excitado para o seu estado fundamental por uma emissao de um quantum do campo,

com frequéncia wy. Neste caso temos,
Al b Oy = d<0,--- a0 e 1,0,0,- - ,0>d. (3.27)

Tal que, usando
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Q /J[ Z tO'r

encontramos

AL Bl 0 ZtkTZtgs c<0 0,0,---,0] Ae= Al | 0,00, ,0>c (3.28)

— o~ itEoo.. ZztkrtOSC (0,0,1,,---,0 | 1g---,0,---,0)

r=0 s=0
AL () = e Z Ztm “iftg,,
r=0 s=0
de onde concluimos
Alo 0,0, 7OO (t _ZtEO Z tertore Ot — fOk (t>7 (329)

também desconsiderando a fase.

3.3.3 Amplitude de permanéncia do oscilador (Atomo) em seu se-

gundo estado excitado

Neste terceiro exemplo iremos aplicar de forma didéatica o método com operadores de
criagao e de aniquilagao vestidos. Consideremos o sistema composto por | ng,ni, na ),
ou seja, o atomo e somente dois modos do campo. Tomando, ng = 29,n1 = ny = 0, e
perguntando qual a probabilidade de encontrarmos o sistema ainda neste estado, equivale

a calcularmos

A0 = a(0,0,20 | € 20,0,0). (3.30)

Nestas condigoes, nosso estado de vacuo ¢ [0p)g ® [0)g ® [0)g = [0)4. Com o uso das
equagoes (3.22) e (3.23), e o fato de que estamos considerando apenas o dtomo e somente

dois modos do campo, temos

2
- Z tQTAT. == tong + t()lAl + t02A2 (331)
0
© 2
A/T Z t(]rAT = tooAT + t()lA + tOQA (332)
r=0

cuja substitui¢ao em (3.30), resulta

1 A A A A A A A
A 50(t) = o 0l (fooAo + tor Ay + tapAy) e (tao A + tor A] + 02 AD)*(0)s. (3.33)
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Considerando mais uma vez a igualdade entre os estados de vacuo para coletivos e vestidos,

i.e, |0). = ]0)g, temos
1 A A A e A A A
A1 03 () = o dOl(too Ao + ton Ar + toa Aa)*e ™ (too Af + tor A} + ton AD*(0)..  (3.34)

Com as atuagdes dos operadores criagao e aniquilac¢ao coletivos contidos na equagao (3.34),

encontramos facilmente
20,0,0 4 —itQ —itQo\ . —it 2 Q. —it) —itQo\ —it S22 Q,
“’428 0, 0( ) - tootoo@ ! O<t00t00€ ! 0)6 "2 ZT:O + 2t01t01€ B (tOOtO(]e ¢ D)e t3 ZT:O —+
—itQ —itQo\ —it 332 Q, —itQ —itQy\ —it 32 Q,
+2toatoze” B2 (togtgoe 10 )e T2 =0 1o tore TN (g tg e e T2 rm0 Iy

+2t02t026_it92 <t01t01 e_itgl )e_i% Zi:o & + togt()ge—itgb (t02t02€_itﬂ2 )6_1'% 272":0 QT, (335)

ou ainda, com uma simplificagao
2 2
A00(t) = €713 R0 [Z(ior)2emrt] , (3.36)

-t 2 . .
onde o termo e~z Zr=0%¥r = ¢~#F0,00 representa uma fase. Com este simples exemplo fica
claro que se quisermos estender para o caso em que temos N modos do campo, i.e, se nas
equagoes (3.31) e (3.32), somarmos em r de 0 até N, encontraremos obviamente

20,007, _ =it SN 0
Aseo0(t) =e 7 Zir=o Or

Z(tm)%—mrt] . (3.37)

r=0

3.4 Amplitude de probabilidade no formalismo de ope-
radores de criacao e de aniquilacao vestidos

Como vemos, os calculos dos processos exemplificados acima sao substancialmente redu-
zidos com o método de operadores de criacao e de aniquilagao vestidos. Porém, ainda
nao tratamos do caso mais geral, demonstrado na se¢ao (2.1), em termos do método com
operadores. Facamos isso agora. Considere, mais uma vez, o calculo da amplitude de
probabilidade de um estado inicial | 0,--- ,n,---,0); em ¢ = 0, ser encontrado em um
instante ¢ diferente de zero, em | 0,0,--- ,m,--- ,0),.

Logo, o que queremos é

A0 @) = a(0,0,+ om0 e 0,0, e 0), (3.38)
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Como vimos nos exemplos acima, para aplicarmos o método com operadores de criagao e
de aniquilacao vestidos, devemos utilizar as equagoes (3.22) e (3.23) de forma adequada.

Neste caso mais geral, devemos reescrever a equacao acima na forma

) o)
AL m 0y — 0 0,0 N g 00 3.39
0, 70( ) d< ‘ W \/m ‘ >d ( )

A d(t) = £0,++,0,-+,0 | e

N

N
1
— —m'n‘ Z tVT‘ltVTQ . tVTm Z t,UfSItMSQ “ e t'usn X

T ryre, rm=0 51,52, ,8n=0

C<07... 0,0 | ATIAW...Arme—inA;Alz...Aln |0,---,0,--- ,0>C
que com a aplicacao sucessiva dos operadores de criagao e de aniquilagao coletivos nos

estados de vacuo, encontramos

1 N N
PO (7 [ — bopytyny - tsi sy - - tus, X
0, ,n,,0 — T vriburg Ulm pus1buss USn
m:m:
T1,72, ,Tm =0 51,52, ,5n=0
—iHt
O P P Kl RS IRTTIS T (3.40)
ou ainda
0 0 e_itEO’O"“’O N N
7“. 7m7.“7 JR—
AO’.-. -0 (t) - = I/ E tljrltl/’l“z e tl/Tm E tﬂSlt/LSQ e tusn X
m!n!
T1,72, ,Tm=0 51,52, ,5n=0
—it (Qsy +Qsy + 40
e (o1 2 on) G R Tl I DU DR DA P (3.41)

Notemos que na equagao (3.41), deve-se levar em conta todas as possiveis combinagoes

entre os indices r,, e s, associados os autoestados coletivos envolvidos no produto (1,,, 1,.,,
Ll [ L, Ly e 1 e

Isso produz a seguinte expressao

—itFo,0,.. 0 N N

Ag: ::Z”b (t) = Z turlturg e turm Z t,uslt,uSQ e t,usn X

min!
T17r27"'7rm:0 31752a“'75n:0

(1 + Qg 400, ) <5r1515r252 -+ 0 Omn + restante das permutagoes possiveis), (3.42)

Notemos que, por consisténcia do modelo, devemos ter n = m na equagao acima, caso

contrario teremos amplitude de probabilidade nula. Notemos também, que considerarmos
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todas as combinagoes possiveis na equagao (3.42), equivale a termos n! possibilidades, tal
que da equagao (3.42), encontramos

N N
Oa"'7m7"'70 _ _itE0,0,~'~,0
A07.., M, ,0 (t) =e€ tumtyrg e turm t,us1tu82 e tusn X

71,72, ,Tm =0 81,582, ,8n=0

—it( sy +Qso+-+Q
€ ( °1 °2 Sn)57"181 57“252 e 57‘msn;

e finalmente n

N
0, ,m,--+,0 —itFEp0,... —itQ)
A07... n, 0 (t) =g 000 § t,urture e
r=0

= e o0 [£ (D] (3.43)

Assim, o método com operadores mostrou-se mais simples e eficiente do que o método
polinomial demonstrado na segao (2.1), onde evitamos o procedimento de resolugao dos
coeficientes T ,ll‘j(’)?,’,"7b7lN . Nao é dificil verificarmos que outras amplitudes de transicao, nao
calculadas no capitulo 2, com mais de um modo do campo em estado excitado, seja
possivel de se realizar com este novo método. Porém, ao invés de investigarmos estes
processos através de simples exemplos, iremos mostrar a validade do método de operadores
estendendo o estudo dos processos radioativos do sistema. Iremos considerar no préximo

capitulo uma situacao fisica que, dentro do contexto de coordenadas vestidas, nao foi

calculada na literatura.



Capitulo 4

Probabilidade de espalhamento
“foton-Atomo” mais decaimento

induzido

Neste capitulo iremos calcular a probabilidade do atomo decair do primeiro estado excitado
para o seu estado fundamental por conta da interacao com um modo do campo. Mais
uma vez iremos utilizar o formalismo com operadores de criagao e aniquilagao vestidos.
Mencionamos que nesta parte do trabalho ficara 6bvio a vantagem em se utilizar este
formalismo, visto que se fossemos calcular em termos do método polinomial teriamos

diversas complicagoes para realizarmos as integrais que surgem.

4.1 Espalhamento “f6ton-atomo” mais decaimento in-

duzido

Seja 0 nosso sistema inicial em (¢ = 0) encontrado na seguinte configuragao, |1, 14,0, -+, 0),
isto é, o atomo em seu primeiro nivel excitado e o campo com o modo wy. O atomo é
induzido a decair de seu primeiro estado excitado pela interacao com um modo do campo
(o “foton”). Como consequéncia da interagao, que estamos designando por “espalhamento”,
o atomo emite um outro féton de frequéncia wj. Assim, temos no final do processo, dois
modos do campo (ou dois “fétons”), um emitido pelo atomo (wy) e outro espalhado (wyn).
A particularidade deste processo é que, apos ser estimulado, o a&tomo emite outro féton

com as caracteristicas do incidente. Mencionamos que, dentro do contexto da mecanica
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Féton
indutor
Atomo Féton
emitido
i
Antes Durante Depois

Figura 4.1: Uma ilustracao esquemética do processo de espalhamento “foton-atomo” mais decai-

mento induzido.

quantica, este nao é o unico processo possivel para um sistema fisico nestas condigoes.
Poderiamos ter, por exemplo, apds a interacao “féton-atomo”, uma absor¢ao deste féton
pelo atomo, tal que este se excitaria e elevaria-se para o seu segundo estado excitado. Uma
outra possibilidade seria, que mesmo havendo tal interacao entre féton e atomo, o sistema
nao mude sua configuracao de energia, i.e, o féton se espalharia, mas permaneceria com
a mesma frequéncia, e o &tomo permaneceria em seu estado inicial. No entanto, voltamos
nossa atencao para a possibilidade mencionada inicialmente. Assim como mencionamos
na subsecao (2.1.3), mesmo nos limitando a aproximagao do nosso modelo, é possivel asso-
ciarmos o processo estudado neste capitulo a um dos possiveis processos atomicos descrito
pela Eletrodinamica Quéantica. No contexto da Eletrodindmica Quéantica, se o a&tomo esta
em um nivel excitado e o modo do campo eletromagnético contem um féton, o &tomo deve
ser estimulado a emitir um outro féton com as caracteristicas do modo incidente. Em
outras palavras, a presenca de um foéton incidente, estimula uma emissao de uma dupli-
cata (“clone”) de f6ton com, precisamente, as mesmas caracteristicas que o o féton inicial.
Chamamos este fenomeno de emissio estimulada. Ilustrado na Figura (4.1), temos uma

representacao esquematica do processo fisico ocorrido em uma emissao estimulada.

Desta forma, podemos perguntar qual a amplitude de probabilidade de, em um instante
t # 0, encontrarmos o sistema em [0, -, 1, 1xr,---,0),? Isto é, queremos calcular a
amplitude do atomo decair do seu primeiro nivel excitado, na presenca de um quantum
do campo de frequéncia wy. Apods a interagao (“espalhamento”) o dtomo deve emitir um

“foton” com frequéncia wy e o modo do campo, incidente, deve mudar de frequéncia, que
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denominaremos por w. Portanto, nossa amplitude de transicao é dada por

AR08 =0, L, Ty 0]e T 10, 1, -, 0),. (4.1)

1,17,

De forma semelhante as amplitudes anteriores, usamos operadores de criacao e de aniqui-

lagao vestidos de forma adequada. Podemos reescrever (4.1) na forma

A0 ) = 40, ,0,0 | dhifeeTagtag 10,0, ,0)a, (42)

lo,1p7,0

que fazendo uso das equagoes (3.22) e (3.23) e da igualdade entre os estados de vacuo

vestidos e coletivos, encontramos

0 1k71k”7"7 —iHt
A1071k,7.7 E tk” E ZfksE tk” § tOsc T 7“7157"'70‘6 ‘17"’a13/70a"'

r’'=0 s'=0

N N
= (Z tk”rtk’re_igrt) (Z tkstos@_iQSt> e~ WE00.0- 4
7=0 s=0
N N
+ (Z tkr’tk/r/eiQT/t> (Z tk”s’tOS’eiQSIt> efz'tEo,o.”7 (4.3)
=0 s'=0

de onde identificamos,

Alo’lkl,’f’lfé"' ’O(t) = e 00 [ frn (t) for (8) + frwr () forn ()] - (4.4)

Observando a equagao acima, vemos que surgem quantidades ja calculadas neste trabalho,

for(t) dado pela equagao
(1— z‘7r—g)e_i("”"_ng)t o—iwt

Jor(t) = nwi [ 7 A > . +2i€(t)] , (4.5)

P yE R TN

com {(t) igual a
ot / T ye
D=9, VE R R )

assim como for(t), que possui a mesma forma de (4.5), com uma simples troca de indices

(k por k). Ambas no regime em que k2 > 0.

Munidos dos resultados acima, notemos que nos resta resolvermos as outras quantidades,
i.e, frrr(t) e frr(t). Assim como as equagoes para for(t) e forr(t), os termos frpr(t) e
frr(t), entre si, possuem forma funcional analogas, com uma troca simples nos indices das
frequéncias envolvidas (k" por k). Desta forma, basta resolvermos um dos termos.

Logo, para fg(t), temos

N
Z NWg NWg! —iQt

! I/ r t r 3 4.6

o r= L‘)k” -2 o } L‘fk' 92 } ‘ (46)
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que pode ser reescrita por meio de uma decomposicao por fragoes parciais na forma

w,?;uwk/ (t()r ) 2 w,?;,wku (t0r)2

N
fk’k’" (t) = 772G (Qr7 t) — s (47)
2 Eh - o) (b ) OER ) ()

onde G (Q,,t) = e"®¥!. Aplicando o método dos residuos no limite continuo, e usando a

equagao (2.22) encontramos (4.7) na seguinte maneira

(4.8)

fo (1) = 21 Wi [i w2, G (Q,,1) B i wi G (Q,,1)

W — i) |2 W) Wl — ), 2 W () (wf — ) 0,
Da mesma forma que em for(t), equagao (2.50), os fatores singulares do tipo (w? — Q2),
com (o = k', k"), e Q, presentes no denominador de (4.8), ndo contribuem de forma signi-
ficativa para o processo, uma vez que nos limites (z — w,) e (z — 0), temos f(t) = 0.
Implicando que podemos aplicar, sem maiores problemas, o método dos residuos no limite
continuo. Observemos ainda, que a equagao (4.8) ¢ valida somente para wy # wgr. No
entanto, podemos obter o caso em que wy = wy» por um método indireto. Podemos usar
o fato de que a probabilidade total é um, i.e, Y., Py (t) = 1, tal que o caso em que
wr = wygr pode ser obtido através da subtracao de todas as possibilidades, exceto o caso
de igualdade!.
Olhando para a equagao (4.8), é notorio a simetria dos termos desta, a menos de parame-
tros constantes distintos. Assim, basta resolvermos uma das partes da equagao. De tal
forma que podemos escrever o primeiro termo de (4.7), na seguinte forma

S e e = b 1)
W Q) (wi, — Q2)Q, Wiz wk,, — 22) '

r=

De onde concluimos que nosso trabalho é buscar a solucao de

) dz
Ly, = 4.10
M j{ W(z wk,, —2%)z (4.10)

Mais uma vez, lembramos que no limite continuo (R — o),

224 ingz — w2, se Im(z) >0
W(z) = o g (; (2)
z* —imgz —wg, se Im(z) <O0.

Para investigarmos este problema, um bom contorno para (4.10) é o representado pela

Figura (2.1), tal que z = z +ie e z = x — ie com € > 0, onde ap6s fazermos os célculos

'Em outras palavras, podemos fazer: Py (t) =1 — Ek,ik,, P (1).
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devemos tomar € — 0.

Desta forma podemos reescrever (4.10), como

1 [ 1
l,,=— t)d
YR i /0 Gz, 1) x{ (22 + imgx — Wi [(z + i€)? — wi,] (x + i€)

(4.11)

1
2 —imgr — 2] [(x — i€)? — W] (x — ie) } =0+

Usando um outro contorno, onde a funcao G(z,t) = e~*' nio apresente divergéncia no

limite em que t — o0, i.e, 0 contorno representado na Figura (2.2), ficamos com

1 [ 1
Iw no— G at d . . .
L /0 (z,8) dz (22 + imgx — W3] [(z 4 i€)? — wi,] (x + i€)

(4.12)

e—0t

Assim, anélogo a equagdo (2.55), facamos

/Ooow<z)dz = /Cw(z)dz — /_io w(2)dz — /(;R w(z)dz, (4.13)

onde a ultima integral, vai a zero a medida que R — oo. Nestas condigoes, nos restam as

duas outras contribuicoes. Em relacao ao contorno €', usamos mais uma vez,
n
/ w(z)dz = —2mi Z Re(z;), (4.14)
C -
7j=1

onde n indica todas as contribuicoes devido aos residuos envolvidos, que neste caso sao

trés, cuja a soma resulta em

/ (2)dz = —i .
wlz)dz = —1T - -
; K(r— B[~ B — w7

e—iwk//t 2 (4 15
+ : + . .
] Gy >

Nos resta agora calcularmos a outra integral em (4.13) cujo resultado, apds algumas sim-

+

plificagoes é

0 0 1 1
w(z)dz :/ dye?" - ’
/oo B [<—y2 —mgy — W)y +winy  (—y? + Ty —wf) (v + Wi")y]
(4.16)

ou ainda, se fizermos uma mudanca de variavel (y por — y), encontramos

0 00 2mge Yt
dz = — d . 4.17
/WM”Z A VP TR =+ o) (4.17)




48

Juntando todas os resultados em (4.13) e substituindo em (4.10), finalmente encontramos

2 wk//(Uk/ €_Z(H_T)t e—iwk//t
Loy =177 2 ing g g 0| Tt 2 - — v o | T
(wk:" wk") K/(K} — —)[(K/ — T) — wk//] (wk‘” + 1TgWir wo)wk,,

2 00 efyt
+— 4+ 2 / d . 4.18
el T2 [, MR = R T ) } (19

Como mencionado acima, este resultado é somente uma parte do que estamos calculando.

A outra parte por simetria, e seguindo a mesma resolugao para (4.10), é dada por

2 wk/Wk// _’L(H_WTg)t e—iwk/t
Lo, =177 — 2 g g2 | T 2 — oo | T
(wk" wk‘”) KJ(K/ — —)[(K/ — —> — (,Uk_/] (wk/ + Zﬂ'gCUk/ wo)wk/

9 00 efyt
+—+ 2 / d . 4.19
ovwoP T2 J, YT R e o) } (419)

Substituindo (4.19) e (4.18) em (4.6), encontramos

(1 — i )e—ile—250) it
o (t) = nwpwpr o e :
[wis = (5 = B2 win — (5 = 527 [wi — win]lwi — Wi + imguo]

e—iwk//t

+

T QiS(t)}, (4.20)

[W,%// - W%/] [w,%// - w% + iwgwku
com k > 0 e S(t), dada por

y26—yt

sty = | WP+ R — PR+ )+ ) (4.21)

Como foi mencionado anteriormente, fi(t), deve ser andlogo a equagao (4.20), e de fato
é, basta trocarmos (k" por k).

No apéndice D apresentamos um teste para mostrarmos a validade da equagao (4.20) em
t=0.

Note que a equagao (4.4) escrita em termos dos resultados (4.5), (4.20) e seus anélogos, a
menos de uma troca de indices, implica numa expressao extensa. E portanto, a probabi-
lidade associada a tal amplitude, para qualquer valor de tempo, implicaria numa equacao
extremamente complicada. Além disso, sua analise torna-se de dificil acesso uma vez que
as fungoes ((t) e S(t) impossibilitam uma solugao final exata. Uma forma de contornar
tais dificuldades é utilizarmos mais uma vez o limite de tempos longos, i.e, tomarmos
(t — o0) em cada termo da amplitude total. E assim, sob estas condigdes analisaremos a

probabilidade do processo. Faremos isso agora.
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Denotamos por P110k7’11k’j” (), a probabilidade associada a equagao (4.4), que para qualquer

instante de tempo vale a forma
PyER (t) = | fuonr () for(0)7 + | frok (8) forr (8) 2 + 2R fromr (8) for s (6) fin (8) . (4.22)

O tltimo termo de (4.22) representa duas vezes a parte real de { fox () for fire (t) foer (1) }-

Agora, aplicando o limite de tempos longos, (t — o0), para cada termo de (4.22), encon-

tramos
Jimn a0 = | g {[Kw b K (o)) +
—I—oz(wk,’wk,,) sin[(wku — wk/)t] — ﬂ(wk,vwk,,) cos[(wku — wk/)t]}, (423)
i i o0 = | ey {[Kw + K]+
F g ) SI[(Wr — Wi )E] — By ) cOS[(wWr — wk/)t]}, (4.24)
e
i R i (1) o ()0} = | (n o) E
A K () K (@) K () (@, — ) — )

{a(wk,, wp) SI[(Wrr — Wi )t] + Blus, ) COS[(wr — wir )]+
sy ) SIN[(Wr — Wi )T] + Q0 0,,) SN[ (Wi — Wi )] —
Bl wy) COS[(Wrr — Wi )t] — B, o) cos[(wr — wir )t] + K(wk/)}. (4.25)
Nas equagoes acima estamos introduzindo as seguintes quantidades
K(ws) = (wj — wp)” + gy,

Vooyip) = TG [y (Wg = w() — wo(w] —wp)],

Bl ) = (W] — wp)(wy — wp) + 7 g°wyws,

com ¢, v e o assumindo os possiveis valores para k, k' ou k”.

Substituindo as equagoes (4.23), (4.24) e (4.25) em (4.22), encontramos

3 2
L P (4) — (N wrwrrwyr) Kl + K
ti}glo 1071k’ ( ) K(Wk)K((A)k/)K(Wk//)(W%/ _ w’%”)Q [ (wk ) + (wk )] +
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+Oé(wk’vwk”) Sin[(u}k// — wk/)t] — B(‘*’k’vwk”) COS[(u}k// — wk/)t]}—}-

(nPwiwrwyr )?
’ {K(wk)K(wk/)K(wk,,)(wg, - wi)Q} {[K(Wk’) + K ()] +

F g ) SIN[(Wr — Wi )T] = Breoy ) COS[(Wr — wir )] }+

2(7]3Wkwk/wk//>2 :| )
+ Oéw,“w sin|{(wpr — we )t|+
[K (o) K () K () (B — (o — ey | | s STl (wrer = )t

+B(wk//,wk) COS[(wk - wk”)t] + a(wk/,wk) Sin[(wk - Wk’>t]+

+a(wku,wk/) Sin[(wk’ - Wkll)t] - ﬁ(wk//,wk/) COS[(Q}k/ - wk”)ﬂ_

—Bleogson) €08 (wr — wi)t] + K (Wk’)}- (4.26)

Para compreendermos o comportamento associado a probabilidade acima para um instante
de tempo t qualquer, teriamos que considerar todos os termos inicialmente negligenciados
na equagao (4.22) quando tomamos o limite de ¢ — co. No entanto, como ja mencionado
anteriormente, a solugao exata para este processo possui algumas complicagoes. Porém,
podemos analisar o comportamento de (4.26) para certos intervalos de frequéncias associ-
adas a transi¢do. Assim como mencionado na subsecao (2.1.3), vale a observacao de que,
no limite continuo, associarmos indices as frequéncias nao faz mais sentido?. Desta forma,
para realizarmos tal anélise devemos realizar uma integragao nas frequéncias da seguinte

forma

!,

ww' im wdw' dw" 8gg(www )2 W' "
Picl = i [ dotitd {{K(w)K(w’)K(w”)(W’Q—w”2)2] {[K( SR

+Oz(w/7w//) sin[(w” - w’)t] - B(w’,w”) COS[(C«)N - w’)t] }+

893 (ww/w//)Q
" [K(w)K(w/)K(w"W — W)

} {[K(w') LK)+

Fwy sinf(w — w')t] — B wn cos[(w — w')t] }+

2Trocamos (wy, Wi, wi) por (w,w’,w’).
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16g3 (ww'w)?

+ K(w)K(W)K (W")(w"? — w?)(w? — uﬂ)} {O‘(w”»w) sinf(w” — w)t]+

‘I’B(w”,w) COS[(W - W”)t] + A(w/ w) Sin[(w o w/)t]+

o ) SIN[ (W — W] — Bl wry cos[(w' — w")t]—

— B w) cos[(w — w')t] + K(w') } } (4.27)

Aplicando o lema de Riemann-Lebesgue [48, 49|, dado por
/dwf(w)e_m — 0, quando t— oo, (4.28)

na equagao (4.27), encontramos:

W (U, (,L)” ((JJW/CU//>
P =8 [ | e )
{[K(w’) + K(W)](w”? = w?)? 4 [K (W) + K (W) — w")*+
12K (W) (W — ") (W' = w?) } (4.29)

escrevendo de outra forma, temos

P e [ [ ek {K“"') it E

K(w) (& — )+ K (o) (o - w2)2}
[(w’2 — W) (w? — w2)]2 ’

incluimos o subscrito Aw, que representa um intervalo em torno de w, assim como Aw’

_|_

(4.30)

e Aw”, s@o intervalos em torno de w’' e w”, respectivamente. Resolver exatamente (4.30)
torna-se de dificil acesso, no entanto sua solugao numeérica é perfeitamente possivel. No-
temos que a equagao (4.30) possui caracteristicas de emissao estimulada, tais como: ser

diretamente proporcional a frequéncia do modo incidente.

Acreditamos que os resultados analisados neste capitulo possam ser tteis para contribuir
junto a alguns trabalhos recentemente desenvolvidos na literatura, tais como: descrigoes
de campos quénticos interagindo com cavidades opticas [51, 52|, emissoes estimuladas por

um atomo excitado em guias de ondas [53], além do estudo da ressonancia fluorescente

146].



Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho tratamos o conceito de coordenadas e estados renormalizados. Com o
auxilio de um modelo aproximado para o estudo de acoplamento d&tomo-campo eletromag-
nético estudamos alguns processos de radiagao, provenientes de uma aplicagao direta do
formalismo, que sob certas condigoes, contorna as dificuldades apresentadas pela teoria
de perturbacoes que geralmente é utilizada para o estudo do problema. Diferenciando-se
da forma de resolver algumas passagens matematicas, provenientes das tais amplitudes
de probabilidades, escolhemos como ferramenta uma técnica baseada no teorema dos re-
siduos, inicialmente introduzida em [10], que no limite continuo, R — oo, torna possivel a

solucao de diversos processos fisicos.

Como uma forma de contribuigao para facilitar os métodos mateméticos empregados no
capitulo 2, introduzimos os operadores de criacao e de aniquilagao renormalizados no con-
texto de amplitudes de transicoes, que de maneira muito mais simples que o método poli-
nomial (na representacao de coordenadas vestidas), possibilitou a reprodugéao dos mesmos
resultados ja calculados anteriormente nos trabalhos precursores sobre o assunto. Como
ilustracao da potencialidade desse formalismo, calculamos um novo processo fisico de radi-
agao, o “espalhamento féton-atomo” mais decaimento induzido. Concluimos com a anélise
desta probabilidade de espalhamento mais decaimento induzido no limite de tempos lon-
gos (t — 00), de onde verificamos que a probabilidade obtida apresenta caracteristicas de

emissao estimulada, como esperédvamos.

Como possiveis perspectivas de trabalho dentro deste formalismo, mencionamos a ex-
tensao do mesmo para casos de acoplamentos nao-lineares, tais como os mencionados,
por exemplo em [34, 37]. Munidos de uma nova técnica perturbativa, dentro dos mol-
des do formalismo com operadores de criagao e de aniquilagao renormalizados, espera-se

uma simplificacao substancial para os calculos dos termos da série perturbativa. Posteri-
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ormente, aplicando a técnica desenvolvida, sera possivel calcularmos as taxas de emissao
e absor¢ao de um sistema fisico modelado por uma Lagrangeana nao-linear. De posse
destes resultados, podemos ainda interpreta-los baseando-se em dados experimentais de
sistemas atomicos, assim como feito no caso de acoplamento linear. Outra perspectiva é
usar o presente formalismo para o estudo do movimento Browniano, modelado pelo sis-
tema oscilador-campo escalar onde o oscilador faz o papel de uma particula Browniana
e o campo representa um banho térmico [27]. No mesmo contexto, também seria inte-
ressante considerar o problema da decoeréncia em Mecanica Quéntica [21]. Assim como,
buscarmos uma utilizacao do resultado da probabilidade de espalhamento “f6ton-atomo”
em descrigoes de campos quanticos interagindo com cavidades opticas [51, 52|, emissoes
estimuladas por um atomo excitado em guias de ondas [53|, e por fim verificarmos o feno-
meno da ressonancia fluorescente dentro do contexto de coordenadas renormalizadas e

estados renormalizados, algo semelhante ao que foi feito em [46, 54].



Apéndice A

Lagrangeana para /N osciladores

acoplados linearmente

Neste apéndice iremos apresentar de forma detalhada os calculos relevantes para demons-

trarmos a Lagrangeana que modela nosso sistema, definida pela equagao (1.17).

A.1 Demonstragao para a Lagrangeana (1.17)

Como vimos no capitulo 1, a solu¢ao para as equagoes de Euler-Lagrange provenientes da
Lagrangeana (1.1) é o conjunto de equagoes acopladas dadas pelas equagoes (1.2) e (1.3).

Sabemos que 0, = (0t,V) e 0" = (0t, —V). Tal que, se substituirmos estes operadores

diferenciais e a forma decomposta de ¢(Z,t), equacao (1.5), encontramos

(815 + 6) (i Qk(t)uk<f)> (575 - 6) <§: qj(t)uj(f)> +

1
L:L0+§/d3f

+2m/g ) qk(t)uk(f)é(f)] : (A1)

onde estamos definindo Lg, como
L 2 2
Lo = 5(100 — Wodo)-
Tal que, apds algumas manipulagoes simples, encontramos

N

L=1Lo+ % /d3f[2 (dk(t)dj(t)uk(f)uj(f) = () ur(2)g; (t) Vuy (2)+

k,j=1

5 ()5 () () Vur () — ()5 () V(@) Vuy (7))
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k=1
ou ainda,
1 N N
b=hovg [ [Z i ()1 (1 ()5 () — Z s (1) (1) Vs () Vs (7) | +

+2m/9q0(t /d quk u(2)0(Z), (A.3)

onde fizemos uma mudanca simples nos indices dos termos

N

> <Q'k(t)uk(f)qa‘(t)§uj(f) - q'j(t)uj(f)%(t)ﬁuk(fw =0,

k,j=1

que claramente resulta na anulagao dos mesmos. Agora, consideremos o termo

/ BEVup ()Y, (7) = Sy (2)un(@)

[

/deuk( )6(6’% (f))v

R
>

=0
onde realizamos uma integragao por partes e aplicamos a condi¢ao de fronteira para campo
(2, t), indicada pela equacao (1.4). Assim, substituindo estes resultados na Lagrangeana,

temos

+

L=lLot 3y [qqu;a) [ ¢ 5u@@ + o lt) [ @@

k,j=1

+27T\/_QQ /d?’quk Uk ) (A4)

Por fim, considerando a equacao (1.8), e que a parte espacial do campo seja definida como

uma base ortonormal, ou seja,
encontramos,
1
L:§q0 ——(IO + 5 ZQk ——Zwk a” + 2mqo(t) \/_ZQk Juy (0 (A.5)

que com o uso da equagao (1.12), finalmente chegamos a equagao (1.17), completando

nossa demonstracao.



Apéndice B

Diagonalizacao da Hamiltoniana

B.1 Calculo para a diagonalizagao da Hamiltoniana (1.29)

Antes de iniciarmos o processo de diagonalizacao, devemos mostrar as exigéncias impostas
as transformagoes para que as equagoes (1.30) e (1.31) estejam de acordo com a proposta

dos eixos principais. Basicamente, devemos exigir que

Z t,urt,us = 57“3 Z t,urtur = 5,uu-
1w r

Desta forma, substituindo
(ju = tm‘Qr ﬁu = tur‘Pra

na Hamiltoniana abaixo

H= % Pe 4 wigs +ki(ﬁi + Grwyp) — 2ZUWkQOQk %in i
temos'
1 =5 3 (rtue PP Q@) = 3 tntontin@ 0+ 30 ot Qur (B.1)
14,75 ks k,r,s
ou ainda,

~ 1 A A A A A A A oA
H= 5 Z <5rsPrPs + ; witurtusQrQs> - Z katoﬁstrQs + Z n2t0rt03QrQsa (B2)

r,s k,r,s k,r,s

que com o uso da propriedade da d,¢, somada em s, temos

Z P2 Z [ZW t;u”tus 2 Z (nwktortks - %HQtOrtos)] Qr@s- (Bg)

'Estamos abreviando a notagéo nos termos do tipo, >, . => > > .
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Nossa intengao é mostrarmos que as transformagoes sao capaz de gerar uma Hamiltoniana
na forma,
~ 1 ~ ~
H=33" (P4 02Q?). (B.4)
T

logo, com uma comparagao entre as equagoes (B.3) e (B.4), munidos da seguinte relacao,
Z Z [nwk (t0r5uk + 50p,tk'r)] t,us - 2 Z nwktOTtkS
m k k

e que sempre podemos escrever to.trs = tx-tos, encontramos a seguinte igualdade

> {witw = [nwr (torSuk + Sopeter) — *turdou] } ts = 020, (B.5)

o k

e lembrando que ) turtus = 0y, €ncontramos

{witw — Z [ka (toruk + Soutir) — nZtW(SOﬂ] } = Q?tm. (B.6)
k

Além, de encontrarmos as componentes de t,,, também como consequéncia da diagonali-
zagao, podemos encontrar a relacao entre as frequéncias das partes do sistema. Para fins

de organizagao, vamos mudar k — &k, e definirmos p = 0 na equagao (B.6), logo

wytor — Z [nwie (torbor + dootir) — n*tordoo] = Qrtor, (B.7)
k/
mas como os k' s6 assumem valores k' = 1,2,3,--- | N, temos dprr = 0, encontramos

(U)g — Qz + Zﬁ2> tor = Z ka/tk/r. (BS)
k' K

Agora, em (B.6), substituimos u = k, de tal forma que chegamos a

Witk — Z [nwis (torOkkr + Soktirr) — Mteor] = Lot (B.9)
k/

que com o uso de propriedades das d’s, chegamos a

Wi, ¢
(wZ—2)"

ty = (B.10)

E mais uma vez, sem perda de generalidade, fazemos k' — k, temos de (B.8),

> ity = <wg — 2+ ) 772t0r> : (B.11)
k k

Além, de (B.10) e (B.11), sabemos que Zﬁf:o(tw)z = 1, de onde obtemos

N

(tor)> =1=> (tr)”. (B.12)

k=1
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Assim, temos como obter uma expressao que relacione os 2, com o0s w, = (wo,wy) € a

constante de acoplamento g por meio de 7. Logo, se substituirmos (B.10) em (B.12),

encontramos )
tor = |1 _ %% B.13
O N = (B19)
Agora, podemos utilizar (B.13) e (B.10), e substituirmos em (B.11), encontramos
N 2 N
7722 kQQ :wg—Q?ﬂLZnQ. (B.14)
k=1 k=1

Na equacao acima, ficam esclarecidos os argumentos a respeito do termo adicionado na
Hamiltoniana (1.21), que evitam as divergéncias quando tomamos o limite de N — oo.

Basta reescrevermos o lado esquerdo da equagao (B.14), na forma

0 Z {1+ } nQi w’“QQ , (B.15)

logo, substituindo em (B.14), temos

QZ
2 2 T 2 2 2
E n +1n § (wg _ Q2) =Wy — Qr + § n (B16)
k=1 k=1 \"k r k=1
termo divergente termo divergente

que resulta finalmente em
N 02
2 r 2 2
n Z (a)’%_—&_p) =Wy — QW (Bl?)
k=1 r

que nao apresenta problemas de divergéncia, como mencionamos na segao 1.3.



Apéndice C

Amplitude de permanéncia do oscilador
(Atomo) em seu primeiro estado

excitado

C.1 Calculando os residuos

Estamos interessados em demonstrar a validade da equagdo (2.32). Uma vez feito isso,
estamos demonstrando a validade do método dos residuos no limite continuo. Como men-
cionado no capitulo 2, este resultado matematico esté intimamente ligado a possibilidade
de nao haver evolucao temporal no processo que designamos por permanéncia do atomo
em seu primeiro estado excitado. Basta utilizarmos a equagao (2.31), com ¢t = 0. Tal que,

ficamos com
2922

h(z) = ) (C.1)
onde os polos podem ser verificados com o auxilio de
(22 —imgz — w)(2? +imgz — wi) = 0, (C.2)

tal que identificamos

.TTg .Tg
21227+/€ 24:—17—11
.TTg .TTg
23:—27—1—11 ZQZZT—K,

2,2 . . .
com k = y/wi — . Usando o contorno representado pela Figura C.1, que identificaremos

por I', e a paridade da equagao (2.32), podemos escrever

& x2dx & x2dx
2 = C.3
g/o (22 — wd)? + w2g2x? g/ (22 — w3)? + m2g22?’ (C3)

—00
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que com o auxilio do teorema de Cauchy, encontramos

g/_oo da = f;h(z)dz = sza:Re(Z“)’ (C4)

o (@ — R+ T

onde os Re(z,) sao os residuos provenientes do polos de h(z). Mencionamos que a integral
em Cp, pelo lema de Jordan, é identicamente nula, no limite em que R — oo. Portanto,

ficamos com

foo(0) =278 Y~ Re(z,). (C.5)
Os resultados provenientes de cada residuo sao:
' 2 ' 2
R = Mgt o (TGt 2k) Ry— Ry —0. (C.6)
4Kk 4Kk

E, finalmente, substituindo os residuos mencionados em (C.6) na equagao (C.5), encon-
tramos
4k

1
foo(0) = yp (img 4 2k —img + 2kK) = ==L (C.7)

como queriamos demonstrar. Mostrando que, se nao houver evolugao no sistema, a pro-

babilidade do atomo permanecer em seu primeiro estado excitado é exatamente igual a

1.

4 Imiz)

1R

Figura C.1: Contorno I' de integragao da equagao (C.3).



Apéndice D

Teste de validade para a amplitude de

espalhamento

D.1 Amplitude de espalhamento em ¢t = 0

Em fpgr(t) com t = 0, esperamos que o resultado seja identicamente nulo, desde que
wg # Wi, Ou seja, se nao houver “espalhamento” a chance do modo do campo se alterar
¢ identicamente nula.

Podemos comecar pela equacao
fk‘/k” (O) = ]wk// (0) + Iwk/ (0)7 (Dl)

cuja as partes I, ,(t = 0) e 1, (t = 0), podem ser escritas na forma

1 o
1

- ] : (D.2)

(22 —igne — w)[(z — i€)? — Wi | (x — ie)

1

(22 + igrae — wi)[(z + i€)? — wi |(z + ie€)

sendo 1,

wy (t = 0) exatamente da forma de I,,(t = 0), substituindo wy por wyr, esta

simetria possibilita a resolucao de apenas umas destas partes, escolhemos o da equacao
(D.2), cujo contorno utilizado é representado na Figura C.1. O uso do teorema de Cauchy

neste caso, resulta em

2 .3
N Wi Wi 8
I (t=0)=— , D.3
o ) (w,ﬁ, — wi,/) [(4,«52 + g%r%w,il (D-3)

e consequentemente, em

2,3
" WinWg! 8
Lo, (t=0)= : D.4
o ) (w,%, — w,@) [(4/{2 + 927r2)w,%,,] (D-4)




cuja substitui¢do em (D.1), resulta
frr(0) =0 com Wi 7 Wi,

que ¢é exatamente o resultado esperado para este tipo de processo em t = 0.
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