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Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de coordenadas vestidas e estados vestidos, inici-

almente introduzido em [1], em que foi possível tratar de forma exata diversos processos

radioativos associados a um sistema átomo-campo eletromagnético aproximado por um

oscilador harmônico interagindo linearmente com um campo escalar sem massa, ambos

confinados em uma cavidade esférica. Para recuperarmos o caso livre, consideramos o raio

da cavidade arbitrariamente grande. Após revisarmos o método polinomial, empregado

em trabalhos precursores para se calcular os processos radioativos, mencionamos algu-

mas dificuldades associadas aos métodos matemáticos utilizados nos cálculos das taxas de

transições do sistema. Assim, como uma forma de contornar estas dificuldades, introdu-

zimos um novo formalismo, ainda dentro do contexto de coordenadas vestidas e estados

vestidos, baseado em operadores de criação e de aniquilação vestidos, que reduzem subs-

tancialmente tais complicações matemáticas. Como uma forma de demonstração para as

vantagens apresentadas neste novo método, recuperamos diversos casos físicos associados

aos processos radioativos já calculados nos trabalhos precursores presentes na literatura.

E, como uma maneira de estender este mecanismo em termos de operadores de criação

e de aniquilação vestidos, calculamos uma nova probabilidade de transição, associada a

um processo de espalhamento “fóton-átomo” mais decaimento induzido. Finalizamos com

algumas sugestões de aplicabilidade desta nova probabilidade em recentes resultados apre-

sentados na literatura.

Palavras-chave: Coordenadas vestidas, estados vestidos, processos radioativos,

renormalização.
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Abstract

We study the concept of dressed coordinates and dressed states, initially introduced in

[1], where was possible to deal exactly with several radioactive processes associated with

an atom-electromagnetic field system approximated by a harmonic oscillator linearly in-

teracting with a massless scalar field, both confined in a spherical cavity. In order to

recover the free case, we consider the cavity radius arbitrarily large. After reviewing the

polynomial method, used in early studies to calculate the radioactive processes, we show

some of the difficulties associated with the mathematical methods used in the calculati-

ons of transition rates of the system. So, as a way to circumvent these difficulties, we

introduce a new formalism, still inside the framework of dressed coordinates and dressed

states, based on dressed creation and annihilation operators, which reduce substantially

these mathematical complications. In order to ilustrate the advantages presented in this

new method, we have recovered some radioactive processes already calculated in previous

works well known in the literature. Furthermore, by extending this mechanism in terms

of dressed creation and annihilation operators, we obtain a new transition probability as-

sociated to the process of photon-atom scattering plus induced decay. We conclude with

some suggestions of applicability of this new probability on latest results presented in the

literature.

Keywords: Dressed coordinates, dressed states, radioactive processes, renor-

malization.
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Introdução

As investigações sobre a forma como ocorrem as interações entre matéria e campo eletro-

magnético sempre foram de grande interesse para a física, desde a sua escala macroscópica

até a mais fundamental estrutura. Por exemplo, no contexto da interação da radiação

com a matéria, em nível microscópico, a aplicação da Eletrodinâmica Quântica é a mais

apropriada. Porém, a descrição nesta situação, geralmente traz algumas complicações, tais

como limitar-se a resultados aproximados e abordados perturbativamente.

Como uma forma de evitar tais complicações, muitos trabalhos que abordam o tratamento

não-perturbativo em sistemas constituídos por um átomo acoplado ao campo eletromag-

nético tem sido desenvolvidos na literatura, onde alguns deles conduzem ao conceito de

“átomos vestidos”. Veja por exemplo [2] e [3]. Desde então, este conceito tem sido ampla-

mente utilizado para investigar diversas situações que envolvem este tipo de interação, tais

como em escala de radiofrequência [4] e [5], e átomos em intensos raios lasers ressonantes

[6]. Além do conceito de “átomos vestidos” em si, outro aspecto que merece uma atenção

especial é a não-linearidade que surge neste tipo de problema, quando consideramos situ-

ações muito próximas das condições reais. Estas considerações levam a difíceis problemas

matemáticos. Uma maneira de contornar tais dificuldades matemáticas é supor que, sob

certas condições, o sistema acoplado átomo-campo eletromagnético pode ser aproximado

por um sistema composto por um oscilador harmônico acoplado linearmente ao campo

por meio de uma constante de acoplamento efetiva g. É esta aproximação que iremos

considerar. Tal forma de aproximação foi proposta por [1], onde o sistema foi confinado

a uma cavidade esférica de raio R. Nesse sentido, num contexto ligeiramente diferente,

aproximações lineares desta natureza tem sido utilizadas nos últimos anos na física da

matéria condensada e em Óptica Quântica, em particular para o estudo do movimento

Browniano e no problema da decoerência, para citar alguns exemplos.

Dentro do contexto da aproximação feita em [1], surgiram as coordenadas vestidas e os

1
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estados vestidos, que posteriormente vieram a se chamar coordenadas renormalizadas e

estados renormalizados, em analogia com a Teoria Quântica de Campos [9]. Ainda no

âmbito das coordenadas renormalizadas, surgiram outras aplicações de interesse, como

por exemplo: processos de termalização de átomos com campo de radiação térmica [10],

estabilidades de átomos excitados em pequenas cavidades [11], evolução temporal de es-

tados biatômicos emaranhados em cavidades [12] e formulações em termos de integrais de

trajetórias [13].

Em termos das coordenadas renormalizadas, os estados renormalizados são definidos como

os estados fisicamente mensuráveis. Os estados renormalizados possuem a correta propri-

edade física de estabilidade do oscilador (átomo) em seu estado fundamental e na ausên-

cia de quanta do campo (vácuo quântico). Este formalismo tem demonstrado vantagens

quanto ao processo de cálculos de probabilidades de transição relativas aos processos de

radiação do oscilador (átomo), como visto em [14]. Dessa forma, nosso trabalho traz uma

contribuição para este formalismo.

Este trabalho está dividido em quatro capítulos e quatro apêndices, onde consideramos os

aspectos mais técnicos. No primeiro capítulo, introduzimos o modelo a ser estudado, um

oscilador (átomo) em interação com um campo escalar (eletromagnético). Fizemos uma

revisão dos aspectos qualitativos do modelo e resolvemos para os autovalores e autovetores

desse sistema. No segundo capítulo, aplicamos o formalismo para calcularmos amplitudes

de transição na representação de coordenadas. Ainda no capítulo 2, consideramos os dife-

rentes processos de radiação. Em particular, calculamos as amplitudes de transição usando

o método polinomial onde notaremos que a maioria dos processos de radiação são impossí-

veis de se calcular mediante este formalismo. No capítulo 3 introduzimos os operadores de

aniquilação e criação vestidos que serão utilizados para simplificar, de forma considerável,

os cálculos das amplitudes de transição. Em particular, reproduzimos alguns cálculos, re-

alizados anteriormente com método polinomial, para evidenciarmos as vantagens do novo

formalismo. Finalmente, no capítulo 4, consideramos o cálculo da probabilidade de tran-

sição desde o primeiro estado excitado do oscilador (átomo), pela presença de um quanta

do campo (fóton), para o seu estado fundamental, i.e, o decaimento induzido ou emissão

estimulada. Neste trabalho iremos utilizar unidades naturais c = ~ = 1, exceto quando

necessário mencioná-las explicitamente.



Capítulo 1

Acoplamento linear e as coordenadas

renormalizadas

Neste capítulo, tratamos em detalhes os aspectos do modelo que estamos usando em todo

o trabalho. Além disso, introduzimos alguns aspectos quantitativos referentes ao conceito

de coordenadas e estados renormalizados.

1.1 O modelo linear e seus aspectos

Um importante aspecto que devemos ter atenção quanto a modelagem de sistemas físicos

é o caráter não-linear dos problemas que envolvem situações muito próximas das reais, tais

que implicam em questões matemáticas de difíceis soluções. Uma forma de contornar estes

problemas matemáticos é assumirmos que, sob certas condições, o sistema possa ser repre-

sentado de forma aproximada por um modelo simples. No nosso caso, estamos interessados

em tratarmos problemas relacionados à acoplamento do tipo átomo-campo eletromagné-

tico. Como um modelo simplificado do problema, consideramos um sistema composto

de um oscilador harmônico acoplado linearmente com um campo escalar de massa nula,

através de alguma constante de acoplamento efetiva g (a qual estará relacionada à carga

elétrica ou a constante de estrutura fina). Confinamos o sistema oscilador-campo numa

esfera de raio R, localizando o oscilador no centro da esfera. Para recuperarmos a situação

no espaço livre tomaremos o limite R → ∞. Assim, a Lagrangeana do sistema é dado1

1Uma reparametrização para p e q canonicamente conjugados, pode incorporar a massa. Por exemplo,

para o oscilador podemos fazer: p0 ≡ p0√
m

e q0 ≡
√
mq0.

3
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por

L =
1

2
q̇0

2 − ω2
0

2
q2

0 +
1

2

∫
d3~r ∂µφ(~r, t)∂µφ(~r, t) +

∫
d3~r 2π

√
gφ(~r, t)q0δ(~r), (1.1)

onde q0(t) está associado ao grau de liberdade do átomo, que consideraremos aproximado

por um oscilador harmônico com frequência ω0 e φ(~r, t) representa o campo escalar. Já

o último termo de (1.1) revela a forma de acoplamento entre o campo escalar e o oscila-

dor. Antes de continuarmos com a descrição do modelo devemos comentar sobre alguns

aspectos do mesmo. Primeiro, em relação ao limite contínuo, R→∞. As ideias referentes

a confinamentos de sistemas dentro de volumes finitos tem sido apresentadas em grande

número na literatura [15]. Este artifício é introduzido para facilitar, matematicamente,

problemas de autovalores bem definidos e numeráveis. O limite contínuo não é trivial,

na verdade requer análises bem sutis. Para maiores detalhes destes problemas, ver por

exemplo o apêndice de [15]. Recentemente, ideias similares tem sido empregadas em pro-

cessos de radiação [16]. Segundo, mencionamos que, soluções para problemas em sistemas

compostos de um oscilador acoplado com um campo escalar, tem sido consideradas recor-

rentemente na literatura. No contexto do movimento Browniano, veja [17, 18, 19, 20, 21].

Utilizando a equação de Euler-Lagrange para q0(t) e φ(~r, t), encontramos as seguintes

equações de movimento,

q̈0 + ω2
0q0 = 2π

√
g

∫ R

0

d3~r φ(~r, t)δ(~r), (1.2)

∂2

∂t2
φ(~r, t)−∇2φ(~r, t) = 2π

√
gq0δ(~r). (1.3)

Como o nosso sistema está confinado em uma cavidade esférica, o campo deve obedecer a

seguinte condição de fronteira,

φ(~R) = 0 para ∀ t. (1.4)

O campo pode ser expresso em termos dos seus modos harmônicos, tal que podemos propor

a seguinte expressão para o mesmo,

φ(~r, t) =
N∑
k=1

uk(~r)qk(t), (1.5)

onde a dependência temporal é dada através dos coeficientes qk(t) e a espacial através de

uk(~r). No limite em que N → ∞ recuperamos nossa situação original de acoplamento
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oscilador-campo escalar através de uma redefinição das quantidades divergentes, de ma-

neira análoga a renormalização em teoria de campos [1].

De (1.4) devemos ter

uk(R) = 0 . (1.6)

Substituindo a equação (1.5) nas equações de movimento (1.2) e (1.3), encontramos

q̈0 + ω2
0q0 = 2π

√
g

N∑
k=1

uk(0)qk(t), (1.7)

onde o subscrito k está associado aos modos harmônicos do campo, e assumem valores

k = 1, 2, 3, · · · , N . Para a segunda equação acoplada, equação (1.3) devemos ter um maior

cuidado. Se utilizarmos o ansatz de que uk(~r) seja solução da equação,

∇2uk(~r) = −ω2
kuk(~r), (1.8)

e que a parte espacial do campo também obedeça a condição (1.4), podemos encontrar

a forma explícita de uk(~r). Assim, em princípio devemos considerar todas as soluções de

(1.8). Entretanto, notemos que na equação (1.7), somente os valores dos modos uk em

r = 0 estão acoplados ao oscilador. Assim, basta procurarmos as soluções da equação (1.8)

tais que uk(0) 6= 0. Não é difícil demonstrar que as únicas soluções tais que uk(0) 6= 0, são

as soluções esfericamente simétricas da equação (1.8). Estas soluções satisfazem a equação

1

r2

d

dr

[
r2 d

dr
uk (r)

]
= −ω2

kuk (r) . (1.9)

É fácil mostrar que a equação (1.9) possui soluções normalizadas a um dadas por,

uk (r) =
1√
2πR

sin (ωkr)

r
, (1.10)

onde

ωk =
kπ

R
, com k = 1, 2, 3, · · · . (1.11)

Da equação (1.10) encontramos que,

lim
r→0

uk (r) =
ωk√
2πR

. (1.12)

Desta forma, usando a equação (1.5) podemos escrever as equações acopladas como

q̈0(t) + ω2
0q0(t) = 2π

√
g

N∑
k=1

uk(0)qk(t), (1.13)

q̈k(t) + ω2
kqk(t) = 2π

√
gq0(t)uk(0), (1.14)
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e com a ajuda de (1.12) encontramos,

q̈0(t) + ω2
0q0(t) = η

N∑
k=1

ωkqk(t), (1.15)

q̈k(t) + ω2
kqk(t) = ηωkq0(t). (1.16)

Nas equações acima, η =
√

2g∆ω e ∆ω = π
R
é o intervalo entre duas frequências consecu-

tivas do campo, ωk+1 − ωk = ∆ω.

Com os resultados acima (para detalhes veja apêndice A) podemos escrever a Lagrangeana

(1.1), da seguinte forma

L =
1

2
q̇0

2 − ω2
0

2
q2

0 +
1

2

N∑
k=1

q̇k
2 − 1

2

N∑
k=1

ω2
kq

2
k + η

N∑
k=1

q0qkωk. (1.17)

Agora busquemos a forma da Hamiltoniana que descreve nosso sistema em questão. Em

termos dos momentos canonicamente conjugados, definidos por

∂L

∂q̇0

= q̇0 = p0, (1.18)

∂L

∂q̇k
= q̇k = pk (1.19)

e usando,

H =
∑
α

q̇α
∂L

∂q̇α
− L, (1.20)

encontramos

H =
1

2

[
p2

0 + ω2
bq

2
0 +

N∑
k=1

(
p2
k + q2

kω
2
k

)
− 2

N∑
k=1

ηωkq0qk

]
. (1.21)

A equação (1.21) é a mesma utilizada em [1]. Porém, com o intuito de evitarmos proble-

mas quando tomarmos o limite de N → ∞, devemos acrescentar o termo
1

2

N∑
k=1

η2q2
0 na

expressão (1.21), o qual irá ser necessário para a renormalização da frequência do oscila-

dor. A mudança no subíndice da frequência do oscilador, i.e, de ω0 para ωb será melhor

compreendida na próxima subseção.

1.1.1 Renormalizando a Hamiltoniana do sistema

Como foi mencionado anteriormente, o acréscimo do termo
1

2

N∑
k=1

η2q2
0 na Hamiltoniana,

desde o ponto de vista técnico, evitará divergências quando tomarmos o limite de N →∞.
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Veja equação (1.27). Contudo, desde o ponto de vista físico, esse termo é necessário por

consistência física do modelo sugerido. Vejamos o motivo fundamental desse termo. Con-

sideraremos o cálculo para a energia efetiva do oscilador q0(t), quando os modos do campo

tomam valores para qk e pk que minimizam a energia do sistema, isto é, consideraremos

a energia do oscilador levando em conta a interação com os modos do campo. Este pro-

cedimento deve nos revelar a forma da frequência do oscilador, quando este encontra-se

em seu estado de mínima energia. Vamos verificar esta situação de mínima energia para

a Hamiltoniana sem o termo
1

2

N∑
k=1

η2q2
0, i.e, quando dada pela equação (1.21).

Nesta situação exigimos que
∂H

∂pk
= 0 (1.22)

e
∂H

∂qk
= 0, (1.23)

onde (1.22) e (1.23) nos garantem uma situação de mínima energia associada ao oscilador.

Assim, de (1.22) e (1.23) concluímos, respectivamente, que

pk = 0, (1.24)

qk = η
q0

ωk
. (1.25)

Substituindo estes resultados em (1.21) encontramos,

Hmin =
1

2

[
p2

0 + q2
0

(
ω2
b −

N∑
k=1

η2

)]
, (1.26)

onde deduzimos que a frequência efetiva (física) do oscilador devido a interação com os

modos do campo, é na verdade dada por2

ω2
0 =

(
ω2
b −

N∑
k=1

η2

)
. (1.27)

Da expressão anterior, substituindo ω2
b na equação (1.21), temos

H =
1

2

[
p2

0 + ω2
0q

2
0 +

N∑
k=1

(
p2
k + q2

kω
2
k

)
− 2

N∑
k=1

ηωkq0qk

]
+

1

2

N∑
k=1

η2q2
0. (1.28)

Desde o ponto de vista técnico, o último termo na expressão anterior evitará problemas de

divergência após a diagonalização da Hamiltoniana do sistema, como mencionado acima,
2Utilizamos b como subíndice de ωb, para indicarmos que esta frequência é na verdade a frequência

nua (bare), ou não vestida, do oscilador.
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mas também traz naturalmente a forma real da frequência do sistema quando este possui

um certo regime de mínima interação entre as suas partes constituintes. Além disso, o

último termo na equação (1.28) garante a positividade da Hamiltoniana e pode ser visto

como uma renormalização da frequência do oscilador [22, 23].

1.2 A diagonalização da Hamiltoniana do sistema

Tendo encontrado a Hamiltoniana do sistema oscilador-campo escalar em termos de oscila-

dores acoplados, devemos agora procurar a sua forma diagonalizada, de maneira que nosso

sistema possa ser descrito por uma Hamiltoniana associada a um conjunto de osciladores

livres. Para isso, faremos uma transformação linear das coordenadas e dos momentos ca-

nonicamente conjugados. Assim, nosso trabalho agora consiste em encontrarmos matrizes

que realizem uma transformação para os eixos principais, tornando possível a determinação

do espectro de autofrequências. Agora, elevando a categoria de operadores as coordenadas

e os momentos presentes em (1.28), tal que estes obedeçam a regra de comutação usual

entre operadores posição e momento, temos

Ĥ =
1

2

[
p̂2

0 + ω2
0 q̂

2
0 +

N∑
k=1

(
p̂2
k + ω2

kq̂
2
k

)
− 2

N∑
k=1

ηωkq̂0q̂k

]
+

1

2

N∑
k=1

η2q̂2
0. (1.29)

Propomos para tal diagonalização a introdução das seguintes transformações

q̂µ =
N∑
r=0

tµrQ̂r, (1.30)

p̂µ =
N∑
r=0

tµrP̂r, (1.31)

em (1.29) onde Q̂r e P̂r são os operadores posição e momento normais, respectivamente, e

[tµr] representa uma matriz ortogonal, i.e, satisfaz as seguintes relações,

N∑
r=0

tµrtνr = δµν ,

N∑
µ=0

tµrtµs = δrs, (1.32)

onde µ = (0, k), k = 1, 2, 3, ..., N e r = 0, 1, 2, 3, ..., N . Os subscritos 0 e k denotam,

respectivamente, o oscilador e os modos harmônicos do campo. Já o índice r refere-se aos
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modos normais. Substituindo as transformações (1.30) e (1.31), na Hamiltoniana (1.29)

encontramos,

Ĥ =
1

2

N∑
r=0

(
P̂ 2
r + Ω2

rQ̂
2
r

)
. (1.33)

Para detalhes veja apêndice B. Uma vez realizada esta diagonalização, verificamos que os

elementos da matriz [tµr] vem dados por

tkr =
ηωk

(ω2
k − Ω2

r)
t0r, (1.34)

t0r =

[
1 +

N∑
k=1

η2ω2
k

(ω2
k − Ω2

r)
2

]− 1
2

, (1.35)

e as frequências normais, Ωr, vem dados como soluções da equação:

ω2
0 − Ω2

r = η2

N∑
k=1

Ω2
r

ω2
k − Ω2

r

. (1.36)

Devemos analisar a equação (1.36) em relação as suas possíveis soluções.

Podemos dividir esta análise na seguinte forma:

• Se ω2
0 ≥ 0, então a equação (1.36) admite apenas raízes não-negativas. Sendo ob-

servado que, se supusermos Ω2 < 0, veremos que o segundo membro de (1.36) é

negativo, enquanto o primeiro membro não. Logo, Ω2 < 0 não pode ser raiz da

equação. Neste caso, se ω2
0 > 0, então teremos raízes estritamente positivas e assim,

o sistema oscila harmonicamente em todos os seus modos.

• Por outro lado, se ω2
0 < 0, a equação (1.36) possui uma única raiz negativa. Para

comprovarmos esta afirmação, introduzimos a seguinte função:

I(Ω2) = ω2
0 − Ω2

[
1 +

N∑
k=1

η2

ω2
k − Ω2

]
, (1.37)

onde concluímos que, se Ω2 = 0,

I(0) = ω2
0 < 0, por hipótese, (1.38)

além de

I(Ω2) =

 −∞, quando Ω2 → +∞

+∞, quando Ω2 → −∞.
(1.39)
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Das equações acima, concluímos que I(Ω2) possui pelo menos uma raiz negativa.

Para verificarmos que ela é única, analisemos a sua primeira derivada com respeito

a Ω2, ou seja,

dI(Ω2)

d(Ω2)
= −1− η2

N∑
k=1

[
ω2
k

(ω2
k − Ω2)2

]
< 0, para ∀ Ω2. (1.40)

Logo, a função I(Ω2) no intervalo [−∞, 0] é monotonicamente decrescente e, por-

tanto, possui uma única raiz.

Assim, o segundo caso analisado não nos interessa, pois não admite estados estacionários.

Desta forma, daqui para frente, iremos assumir que ω2
0 > 0, para garantirmos que todas

as autofrequências sejam estritamente positivas.

Notemos também que, caso não houvéssemos introduzido
1

2

N∑
k=1

η2q̂2
0 na equação (1.29),

então teriamos em lugar da equação (1.36), o seguinte

ω2
0 −Nη2 − Ω2

r = η2

N∑
k=1

Ω2
r

ω2
k − Ω2

r

. (1.41)

Notando que, quando N →∞, o lado esquerdo da equação acima é negativo independen-

temente dos valores assumidos por ω2
0 e Ω2

r. Assim, nesse caso, segundo a análise feita

acima, teremos uma solução negativa para Ω2
r, i.e, uma solução instável. Esta é uma outra

justificativa da necessidade de renormalizarmos a frequência do oscilador.

1.2.1 O espectro das autofrequências

Uma vez encontrado a dependência entre as frequências, equação (1.36), estamos pron-

tos para determinarmos o espectro das autofrequências deste sistema. Para esse efeito,

escrevemos as frequências normais, Ωr, na forma,

Ω = x
π

R
, (1.42)

com x sendo um número real positivo. Usando o limite de N →∞ e as equações (1.11) e

(1.42), temos a seguinte igualdade
N∑
k=1

Ω2

ω2
k − Ω2

=
N∑
k=1

x2

k2 − x2
, (1.43)

e com o auxílio da identidade [24],

1

2
[1− xπ cot (xπ)] =

N∑
k=1

x2

k2 − x2
, (1.44)
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na equação (1.43), temos
N∑
k=1

Ω2

ωk2 − Ω2
=

1

2
[1− (ΩR) cot (ΩR)] , (1.45)

e usando (1.36), η =
√

2g∆ω e ∆ω = π
R
, encontramos

cot (ΩR) =
Ω

gπ
+

1

ΩR

[
1− Rω2

0

gπ

]
, (1.46)

que, com o uso de (1.42), reescrevemos a equação acima na forma

cot (xπ) =
x

gR
+

1

xπ

(
1− Rω2

0

gπ

)
. (1.47)

Agora, para encontrarmos a forma do espectro, devemos resolver a equação transcendental

acima. Em geral esta equação não pode ser resolvida de forma exata, assim vamos analisar

as soluções graficamente. Da análise da Figura 1.1, podemos concluir que o espectro de

Ωr é dado pelos pontos de interseção das curvas. Assim, podemos escrever as soluções na

forma

Figura 1.1: Análise da equação (1.47) em termos do parâmetro x, representado pelo eixo hori-

zontal e definido por x = Ω
∆ω .

Ωr = (r + εr)
π

R
, (1.48)

com r = 0, 1, 2, ... e 0 < εr < 1. Do resultado acima, podemos concluir que para R

suficientemente pequeno, com exceção da menor autofrequência, as outras soluções serão
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aproximadamente iguais as frequências do campo, i.e, ωk. Por outro lado, para R → ∞,

podemos concluir que as soluções ocuparão todo o eixo real positivo.

1.3 Distribuição de energia dos modos normais e o con-

ceito de osciladores vestidos

Uma vez encontrada a equação (1.33), podemos introduzir operadores de criação e de

aniquilação coletivos em termos dos operadores P̂r e Q̂r, dados por operadores,

Â†r =

√
Ωr

2

(
Q̂r − i

P̂r
Ωr

)
, (1.49)

Âr =

√
Ωr

2

(
Q̂r + i

P̂r
Ωr

)
, (1.50)

com estes, podemos reescrever a Hamiltoniania do sistema na forma

Ĥ =
N∑
r=0

Ωr

(
Â†rÂr +

1
2

)
. (1.51)

Os autoestados de (1.51), são estados coletivos que denotamos por |n0〉c ⊗ |n1〉c ⊗ |n2〉c ⊗

· · · |nN〉c = |n0, n1, n2, · · · , nN〉c.

As autofunções correspondentes a tais estados são, portanto

Φn0,n1,...,nN (Q)c ≡ 〈Q | n0, n1, ..., nN〉c =
N∏
r=0

[(
Ωr

π

) 1
4
√

2−nr

nr!
Hnr

(√
ΩrQr

)
e−

1
2

ΩrQ2
r

]
,

(1.52)

cujas respectivas autoenergias são

En0,n1,...,nN =
N∑
r=0

Ωr

(
nr +

1

2

)
. (1.53)

Usando a identidade

(t0r)
2 +

N∑
k=1

(tkr)
2 = 1

na equação (1.53), encontramos,

En0,n1,...,nN =
N∑
r=0

Ωr

(
nr +

1

2

)[
(t0r)

2 +
N∑
k=1

(tkr)
2

]
, (1.54)
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ou ainda melhor expresso por3,

En0,n1,...,nN =
N∑
r=0

~Ωr

(
nr +

1

2

)
(t0r)

2 +
N∑
r=0

~Ωr

(
nr +

1

2

) N∑
k=1

(tkr)
2 . (1.55)

Da equação acima podemos concluir que a energia do sistema se divide em duas partes, nas

quais podemos associar com novos estados coletivos. Denominamos estes novos estados

coletivos de estados vestidos. Fisicamente, vamos identificar os estados vestidos com os es-

tados associados ao oscilador e aos modos físicos do campo, i.e, com os estados fisicamente

mensuráveis. Para o oscilador vestido vamos associar a fração de energia correspondente

ao primeiro termo da equação (1.55),

N∑
r=0

~Ωr

2
(t0r)

2. (1.56)

Com os modos vestidos do campo, associamos a fração de energia correspondente ao

segundo termo da equação (1.55)

N∑
r=0

~Ωr

2

N∑
k=1

(tkr)
2. (1.57)

Agora podemos dizer que o sistema pode ser visto como composto por um oscilador e um

campo vestido. Aqui, fica claro que o termo vestido está associado a mudança de energia

quando tratamos do problema acoplado. Situação análoga a encontrada anteriormente,

quando discutimos a necessidade de se redefinir a frequência física do oscilador.

Naturalmente, surge a seguinte questão. Se estamos redefinindo o que são os estados

fisicamente mensuráveis, devemos também redefinir as variáveis cinemáticas associadas a

esses estados? Colocado de outra forma, são qµ e pµ, as quantidades físicas? Na próxima

seção veremos que é necessário redefinir as quantidades qµ e pµ, as quais chamaremos

de coordenadas vestidas e momentos vestidos, ou renormalizados, em termos dos quais

escreveremos os estados vestidos ou renormalizados.

1.4 Coordenadas e estados renormalizados

Para justificar a necessidade de introduzirmos coordenadas renormalizadas e estados renor-

malizados vamos considerar o seguinte problema. Imagine que o oscilador de frequência ω0,
3Aqui abriremos mão de ~ = 1 para tornarmos mais visível o aspecto da divisão energética entre as

partes do sistema acoplado.
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representado na equação (1.29), represente um átomo e os outros osciladores representem

os modos do campo eletromagnético. Se não existir interação entre eles, a Hamiltoniana

livre, possui as seguintes autofunções:

Ψn0,n1,...,nN (q) ≡ 〈q | n0, n1, ..., nN〉 =
N∏
µ=0

[(ωµ
π

) 1
4

√
2−nµ

nµ!
Hnµ

(√
ωµqµ

)
e−

1
2
ωµq2µ

]
. (1.58)

O significado físico de Ψn0,n1,n2,...,nN (q) neste caso é claro, este representa um átomo em

seu n0-ésimo nível excitado e nk fótons de frequência ωk. Agora, considere o estado

Ψn0,0,0,...,0 (q): O átomo excitado em seu n0-ésimo nível excitado no vácuo quântico. A

partir de experiências, sabemos que qualquer nível excitado de um átomo é instável. A

explicação deste fato é que o átomo não está isolado da interação com o campo eletromag-

nético. Esta interação em nosso modelo aproximado é dada por um acoplamento linear de

q̂0 com q̂k. Obviamente, quando se leva em conta essa interação, Ψn0,0,0,...,0 (q) é instável.

Mas existe um problema, o estado Ψ0,0,0,...,0 (q), que representa um átomo em seu estado

fundamental e nenhum fóton, é também instável, contradizendo o fato experimental da

estabilidade do mesmo em seu estado fundamental e na ausência de fótons. O que está

errado? A primeira ideia que vem em nossa mente, seria admitir que o modelo dado pela

equação (1.29) está errado. Certamente, sabemos que o modelo correto para tratar o

problema em questão é a Eletrodinâmica Quântica. Porém, tal descrição é extremamente

complicada, além de limitar-se a resultados aproximados e abordados perturbativamente.

Como o nosso objetivo é manter o modelo o mais simples possível e ainda insistir em

descrevê-lo pela Hamiltoniana dada pela equação (1.29), o que podemos fazer para que a

estabilidade do átomo em seu estado fundamental não seja violada? A resposta está no

espírito do programa de renormalização empregado em Teoria Quântica de Campos [9]:

As coordenadas q̂µ, que aparecem na Hamiltoniana, não são as coordenadas físicas, são

as coordenadas “nuas”. Nós introduzimos coordenadas renormalizadas (ou vestidas)4, q̂′0
e q̂′k, respectivamente para o átomo vestido e os fótons vestidos. Definimos coordenadas

renormalizadas q̂′µ como as fisicamente significativas.

Na representação destas coordenadas, definimos as autofunções vestidas da seguinte ma-
4Usaremos estas duas nomenclaturas aqui, como sinônimos.
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neira,

Ψn0n1,··· ,nN (q′) ≡ 〈q′ | n0, n1, · · · , nN〉d =
N∏
µ=0

[(ωµ
π

) 1
4

√
2−nµ

nµ!
Hnµ

(√
ωµq

′
µ

)
e−

1
2
ωµq′

2
µ

]
,

(1.59)

onde o subscrito d refere-se a estado vestido. Os estados vestidos dados pela equação

(1.59) são definidos como estados fisicamente mensuráveis e descrevem em geral, o átomo

em seu n0-ésimo nível excitado e nk fótons de frequência ωk. Obviamente, no limite em

que a constante de acoplamento g → 0, as coordenadas renormalizadas q′µ devem resultar

nas coordenadas “nuas” qµ, em outras palavras essa possível transformação de coordenadas

deve ser automaticamente “desligada” quando não houver acoplamento para as mesmas.

Agora, a fim de relacionarmos as coordenadas renormalizadas com as “nuas”, teremos

que utilizar a exigência física de estabilidade do estado fundamental do átomo vestido.

Essa exigência faz-se necessário que o estado fundamental vestido seja uma autofunção da

Hamiltoniana com interação, dada pela expressão (1.29). Além disso, o estado fundamen-

tal vestido deve ser o de mínima energia, isto é, ele deve ser definido como sendo idêntico

(ou proporcional) a autofunção do estado fundamental da Hamiltoniana com interação.

Partindo desta definição, pode-se construir as coordenadas renormalizadas em termos das

“nuas”. Faremos isso agora.

O primeiro passo para esta construção é resolvermos as autofunções da Hamiltoniana

com interação (1.29). Boa parte deste processo de resolução consiste em diagonalizarmos

a Hamiltoniana (1.29) através da introdução das coordenadas e momenta normais Q̂r e

P̂r, procedimento esse que já está feito na seção (1.2), e visto com maiores detalhes no

apêndice B.

Uma vez diagonalizada a Hamiltoniana, encontramos a equação (1.33), cujas autofunções

são dadas por

Φn0,n1,...,nN (Q)c ≡ 〈Q | n0, n1, ..., nN〉c =
N∏
r=0

[(
Ωr

π

) 1
4
√

2−nr

nr!
Hnr

(√
ΩrQr

)
e−

1
2

ΩrQ2
r

]
,

(1.60)
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onde o subscrito c denota estados coletivos5. Agora, usando a definição de coordenadas

renormalizadas, podemos inferir que

Ψ0,0,...,0(q′)d ∝ Φ0,0,...,0(Q)c. (1.61)

Usando as equações (1.59) e (1.60), encontramos

e−
1
2

∑N
µ=0 ωµ(q′µ)

2

= e−
1
2

∑N
r=0 Ωr(Qr)

2

,

a partir das quais, as coordenadas renormalizadas são obtidas como

q′µ =
N∑
r=0

√
Ωr

ωµ
tµrQr, (1.62)

que em termos das coordenadas nuas, podemos escrever

q′µ =
N∑
ν=0

Mµνqν , (1.63)

com Mµν definido por

Mµν =
N∑
r=0

√
Ωr

ωµ
tµrtνr. (1.64)

Na verdade, teríamos uma constante aditiva quando saímos da proporcionalidade (1.61) e

levamos em conta a igualdade. Porém, se fizermos esta constante igual a zero não teremos

perda de generalidade. Mencionamos que, em princípio, poderíamos ter qualquer matriz

ortogonal que torne possível encontrarmos a equação (1.62), no entanto, como no limite de

g → 0 as coordenadas renormalizadas devem ser iguais as nuas, é necessário que tµr → δµr,

também neste limite.

Antes de terminarmos este capítulo, é necessário salientarmos que estas coordenadas in-

troduzidas não são fruto de uma mera mudança de variáveis, elas são novas coordenadas

intrinsecamente ligadas a exigência da consistência física do modelo. No próximo capí-

tulo iremos ver como a introdução de tais coordenadas contribuem para a realização dos

cálculos associados aos diversos processos radioativos do sistema.

5Também mencionadas como normais no decorrer do texto.



Capítulo 2

Processos de radiação na representação

de coordenadas

Sistemas mecânicos quânticos permanecem estáveis na ausência de interação. Ao interagir

com um ambiente, eles perdem a estabilidade como consequência desta interação. Um

corpo material, por exemplo, um átomo ou uma molécula excitada, muda de estado em

razão da sua interação com o meio no qual estão envolvidos, o acoplamento átomo-campo

eletromagnético, no caso de um átomo, ou a interação quark-glúon para um núcleon dentro

de um núcleo atômico, são exemplos. Conhecermos os mecanismos de perda de estabilidade

é importante, mas em geral, torna-se um trabalho árduo, devido ao fato das ferramentas

para realizar tais tarefas serem apenas métodos aproximados, levando a dificuldades no

processo de modelagem e compreensão do comportamento do sistema. Aqui, estamos

interessados em mostrar os passos necessários para os diversos processos de radiação do

sistema causados pela interação átomo-campo eletromagnético. Algo bem semelhante ao

que foi feito nos trabalhos pioneiros, relacionados ao assunto de coordenadas renormaliza-

das, especialmente [1, 9, 11]. A título de tornar exposto a forma como as referências citadas

acima resolveram alguns dos problemas relativos aos processos radioativos, iremos resumir

os passos realizados por estes no processo de cálculo de amplitudes de probabilidades de

transição, como uma das aplicações do formalismo de coordenadas renormalizadas.

17
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2.1 Amplitude de probabilidade na representação de co-

ordenadas

Para uma abordagem inicial podemos nos perguntar como calcular a amplitude de pro-

babilidade associada a uma determinada transição. Por exemplo, seja o estado inicial do

sistema, num instante t = 0, dado por | n0, n1, · · · , nN〉d. Agora se perguntarmos, qual a

probabilidade de encontrarmos para um instante t diferente de zero, o sistema no estado

| m0,m1, · · · ,mN〉d? Denotando esta amplitude de probabilidade por Am0,m1,··· ,mN
n0,n1,··· ,nN (t), te-

mos

Am0,m1,··· ,mN
n0,n1,··· ,nN (t) = d

〈
m0,m1, · · · ,mN | e−iĤt | n0, n1, · · · , nN

〉
d, (2.1)

ou

Am0,m1,··· ,mN
n0,n1,··· ,nN (t) =

∞∑
l0,l1,··· ,lN=0

T l0,l1,··· ,lNn0,n1,··· ,nNT
l0,l1,··· ,lN
m0,m1,··· ,mN e

−itEl0,l1,··· ,lN , (2.2)

onde El0,l1,...,lN =
N∑
r=0

(lr +
1

2
)Ωr são os autovalores coletivos de energia. Mais adiante

desconsideraremos a energia do vácuo por ser fisicamente irrelevante, quando calculamos

as probabilidades de transição. Os T l0,l1,··· ,lNn0,n1,··· ,nN são dados por

T l0,l1,··· ,lNn0,n1,··· ,nN =
c
〈l0, l1, · · · , lN | n0, n1, · · · , nN〉d =

∫
dQΦl0,l1,··· ,lN (Q) Ψn0,n1,··· ,nN (q′) .

(2.3)

A dificuldade que surge neste método inicia-se exatamente na equação (2.3), e o motivo é

claro. Usando as equações (1.59), (1.60) e (1.62) em (2.3) temos

T l0,l1,··· ,lNn0,n1,··· ,nN =

∫
dQ

[
N∏

r,µ=0

(
Ωr

π

) 1
2

√
2−lr

lr!

√
2−nµ

nµ!
Hlr

(√
ΩrQr

)
×

Hnµ

(
N∑
s=0

tµs
√

ΩsQs

)]
e−

∑N
r=0 ΩrQ2

r . (2.4)

Usando a propriedade [28]

Hnµ

(
N∑
s=0

tµs
√

ΩsQs

)
= nµ!

∑
Λ[nµ]

N∏
r=0

[
(tµr)

sr

sr!
Hsr(

√
ΩrQr)

]
, (2.5)

na equação (2.4) vemos que para obter os coeficientes T l0,l1,··· ,lNn0,n1,··· ,nN devemos calcular integrais

envolvendo produtos de polinômios de Hermite. No caso em que há produtos de dois

polinômios de Hermite, podemos usar relações de ortogonalidade. Para produtos de três

polinômios ainda é possível calcular, mas para um número arbitrário de polinômios de
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Hermite o cálculo é praticamente inviável. Assim, o cálculo de amplitudes arbitrarias será

praticamente impossível. Para alguns detalhes das possíveis dificuldades que irão surgir,

ver [47], nas páginas [626-629]. Em [9] foi estabelecido uma forma de contornar estas

dificuldades, na qual foram encontradas regras de soma.

Devemos mencionar que em certas situações é possível calcular de forma exata as integrais

(2.4). Embora no próximo capítulo introduziremos o formalismo dos operadores de criação

e aniquilação vestidos para contornarmos a dificuldade acima mencionada, consideramos

aqui uma situação na qual é possível se obter de forma exata a amplitude de probabilidade

através do cálculo da integral (2.4).

Considere o cálculo da amplitude de probabilidade de um estado inicial | 0, · · · , nµ, · · · , 0〉d
em t = 0, ser encontrado em um instante t diferente de zero, em | 0, 0, · · · ,mν , · · · , 0〉d.

A partir da equação (2.2), encontramos

A0,0,··· ,mν ,··· ,0
0,0,··· ,nµ,··· ,0 (t) =

∞∑
l0,l1,··· ,lN=0

T l0,l1,··· ,lN0,0,··· ,nµ,··· ,0T
l0,l1,··· ,lN
0,0,··· ,mν ,··· ,0e

−itEl0,l1,··· ,lN , (2.6)

onde os T l0,l1,··· ,lN0,0,··· ,nµ,··· ,0, podem ser escritos como

T l0,l1,··· ,lN0,0,··· ,nµ,··· ,0 =

∫ ∞
−∞

dQ

{
N∏
r=0

(
Ωr

π

)1/2(
2−lr

lr!

)1/2(
2−nµ

nµ!

)1/2

Hlr(
√

ΩrQr)nµ!×

∑
Λ[nµ]

N∏
r=0

[
(tµr)

sr

sr!
Hsr(

√
ΩrQr)e

−ΩrQ2
r

]}
, (2.7)

onde usamos a equação (2.5). Tal que, com algumas simplificações, obtemos

T l0,l1,··· ,lN0,0,··· ,nµ,··· ,0 =
√
nµ!(2−nµ)1/2

∑
Λ[nµ]

N∏
r=0

[
(tµr)

sr

sr!
(2lr)1/2

√
lr! δlrsr

]
. (2.8)

De forma similar, podemos encontrar para os T l0,l1,··· ,lN0,0,··· ,mν ,··· ,0,

T l0,l1,··· ,lN0,··· ,mν ,··· ,0 =
√
mν !(2

−nν )1/2
∑

Λ[mν ]

N∏
r=0

[
(tνr)

sr

sr!
(2lr)1/2

√
lr! δlrsr

]
, (2.9)

substituindo as equações (2.8) e (2.9) na equação (2.6) encontramos

A0,··· ,mν ,··· ,0
0,··· ,nµ,··· ,0 (t) = e−itEl0,l1,··· ,lN

∞∑
l1,l2,··· ,lN=0

(
nµ!mν !

2mν+nµ

) 1
2 ∑

Λ[mν ],Λ[nµ]

N∏
r=0

[
(tµr)

sr

sr!

(tνr)
sr

sr!
2lr lr!δlrsr

]
.

(2.10)

E uma vez que
∑

Λ[mν ] lr = mν =
∑

Λ[nµ] sr = nν , ficamos com

A0,0,··· ,mν ,··· ,0
0,0,··· ,nµ,··· ,0 (t) = e−itE0,0,··· ,0nµ!

∑
Λ[nµ]

N∏
r=0

[
(tµrtνre

−iΩrt)sr

sr!

]
, (2.11)
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ou ainda

A0,0,··· ,mν ,··· ,0
0,0,··· ,nµ,··· ,0 (t) = e−itE0,0,··· ,0

[
N∑
r=0

tµrtνre
−iΩrt

]nµ
= e−itE0,0,··· ,0δnµmν [fµν (t)]nµ , (2.12)

onde

fµν(t) =
N∑
r=0

tµrtνre
−iΩrt. (2.13)

Em (2.12) é importante notarmos a existência de uma delta δnµmν . Assim, se nµ 6= mν ,

teremos A0,0,··· ,mν ,··· ,0
0,0,··· ,nµ,··· ,0 (t) = 0, ou seja, nesta situação de acoplamento linear surge natu-

ralmente uma espécie de regra de seleção que proíbe, por exemplo, que o átomo no seu

segundo estado excitado decaia para o seu estado fundamental emitindo um único fóton.

Notemos, de (2.12), que |fµν(t)|2 é a probabilidade de ocorrer uma transiçao de um quan-

tum de energia do modo µ para o modo ν (note que, fµν(t) = fνµ(t)). Isto é reforçado

pela seguinte propriedade de fµν(t) :

N∑
ν=0

|fµν(t)|2 =
N∑
ν=0

(
N∑
s=0

tµstνse
iΩst

)(
N∑
r=0

tµrtνre
−iΩrt

)

=
N∑
r=0

N∑
s=0

ei(Ωs−Ωr)ttµrtµs

N∑
ν=0

tνrtνs︸ ︷︷ ︸
=δrs

=
N∑
r=0

(tµr)
2 = 1, (2.14)

ou ainda, escrito de outra forma,

|f00(t)|2 +
N∑
k=1

|f0k(t)|2 = 1, (2.15)

|fk0(t)|2 +
N∑
k′=1

|fkk′(t)|2 = 1. (2.16)

Na próxima subseção determinaremos fµν(t), no limite contínuo, R → ∞, usando um

formalismo baseado no teorema dos resíduos.

2.1.1 Método dos resíduos no limite contínuo

Observemos que para determinar a amplitude de probabilidade (2.12) ainda devemos re-

solver fµν(t) dado pela equação (2.13). Para calcularmos o somatório devemos em primeiro

lugar, computarmos as autofrequências e os elementos de matriz tµν . Conforme notado

no capítulo anterior, as autofrequências não podem ser resolvidas de forma exata, já que
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estas são raízes de uma equação transcendental, equação (1.46). Mesmo determinando de

forma aproximada estas autofrequências, ainda devemos encontrar os elementos de matriz

tµν e posteriormente efetuar um somatório com infinitos termos. De onde concluímos que,

resolver (2.13), encadeia uma série de dificuldades. No entanto, podemos contornar estas

dificuldades empregando um método indireto baseado no teorema dos resíduos, o qual foi

introduzido em [10]. Usaremos, daqui para frente, este método ao longo do restante deste

trabalho. Para este fim, consideremos o cálculo de expressões da forma

Rµν =
N∑
r=0

tµrtνrGµν (Ωr) , (2.17)

onde Gµν(Ωr) é uma função analítica de Ωr. Expressões do tipo (2.17), também apa-

recerão quando considerarmos outros tipos de amplitudes nos capítulos seguintes. Para

resolvermos a soma em (2.17), definimos uma função W (z), de variável complexa z,

W (z) = z2 − ω2
0 +

N∑
k=1

η2z2

(ω2
k − z2)

. (2.18)

Utilizando as equações (1.34), (1.35) e (1.36), notamos que os Ωr são raízes de W (z), ou

seja, se z = Ωr, temos

W (Ωr) = 0. (2.19)

É importante observarmos que se z = Ωr, implica que W (z) = 0, mas a recíproca não é

necessariamente verdadeira.

Se tomarmos µ = ν = 0 na equação (2.17), encontramos

R00 =
N∑
r=0

(t0r)
2G00 (Ωr) . (2.20)

Poderíamos escrever diretamente f00(t), no lugar de R00, mas queremos generalizar o

método do uso de W (z). Agora, notemos que
dW (z)

dz
é igual a

dW (z)

dz
= 2z + η2

N∑
k=1

[
2z

(ω2
k − z2)

+
2z3

(ω2
k − z2)2

]
,

ou ainda
dW (z)

dz
= 2z

[
1 + η2

N∑
k=1

ω2
k

(ω2
k − z2)

2

]
. (2.21)

Comparando a equação (2.21) com (1.35) e tomando z = Ωr, encontramos

dW (z)

dz

∣∣∣∣∣
z=Ωr

= 2Ωr (t0r)
−2 ,
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ou seja1,

(t0r)
2 =

2Ωr

W ′ (Ωr)
. (2.22)

E assim, substituindo (2.22) em (2.20), encontramos,

R00 =
N∑
r=0

2ΩrG00

W ′ (Ωr)
. (2.23)

O resultado (2.23) nos remete a um teorema em cálculos de resíduos, onde uma determi-

nada função analítica f(z) possuindo a forma [30, 31]

f(z) =
P (z)

Q(z)
,

onde P (z0) 6= 0 e Q(z) possua zero simples em z = z0, e neste caso Ref(z0) = P (z0)
Q′(z0)

com

Q′(z0) 6= 0. Sendo Ref(z0) o resíduo de f(z0). E com o uso do teorema dos resíduos,

encontramos ∮
C

P (z)

Q (z)
dz = 2iπ

N∑
r=0

P (zr)

Q′ (zr)
, (2.24)

sendo C uma curva fechada que contenha todos os zr, zeros de Q (zr). No nosso caso, a

curva C deve ser um contorno fechado que contenha o eixo real positivo em seu interior,

ou seja, onde os Ωr se localizam. Usando estes resultados podemos escrever,

R00 =
1

iπ

∮
C

z G00 (z, t)

W (z)
dz. (2.25)

Desta forma, o artifício matemático empregado comW (z), que ao longo deste texto iremos

referir como método dos resíduos no limite contínuo, possibilita deixarmos de lado as somas

discretas envolvidas nos cálculos das amplitudes de transições e trabalharmos com somas

contínuas, i.e, integrais.

Nas subseções seguintes iremos aplicar este método em alguns casos de interesse.

2.1.2 Amplitude de probabilidade de permanência do oscilador

(átomo) em seu primeiro estado excitado

Tomando µ = ν = 0 na equação (2.12) obtemos a amplitude de probabilidade com que o

oscilador permaneça, para o tempo igual a t, no seu n-ésimo estado excitado, dado por

An,0,··· ,0n,0,··· ,0(t) = [f00 (t)]n , (2.26)

1Estamos fazendo
dW (z)

dz
= W ′(z).



23

onde descartamos o fator e−itE0,0,··· pelo fato de não contribuir para a probabilidade

associada. Este problema foi resolvido inicialmente em [1], e encadeou uma série de

trabalhos com diversas aplicações e extensões de grandes interesses, ver as referências

[9, 10, 11, 12, 13, 27, 32, 33, 34, 35, 36, 37]. Aqui iremos tratar em detalhe a probabilidade

de permanência do átomo em seu primeiro estado excitado, i.e, em (2.26), tomamos n = 1.

Usando G00(z, t) = e−izt na equação (2.20) podemos escrever f00(t), como

f00(t) =
1

πi

∮
C

ze−izt

W (z)
dz, (2.27)

porém, antes de resolvermos (2.27), temos que determinar a forma de W (z). Podemos

encontrar W (z) no limite contínuo, ou seja, no limite em que R → ∞. Neste limite,

podemos escrever a equação (2.18), na forma2

W (z) = z2 − ω2
0 + 2gz2

∫ ∞
0

dω

ω2 − z2
, (2.28)

onde, com o uso do teorema dos resíduos, encontramos

W (z) =

 z2 + iπgz − ω2
0, se Im(z) > 0

z2 − iπgz − ω2
0, se Im(z) < 0.

(2.29)

Escolhendo um contorno da forma da Figura (2.1) e substituindo (2.29) em (2.27), encon-

tramos

Figura 2.1: Contorno retangular que contemple todo o eixo real positivo, onde estão

presentes todos os Ωr.

f00(t) =
1

iπ

[∫ ∞
0

(x− iε)e−(x−iε)t

(x− iε)2 − iπg(x− iε)− ω2
0

dx+

∫ 0

∞

(x+ iε)e−(x+iε)t

(x+ iε)2 + iπg(x+ iε)− ω2
0

dx

] ∣∣∣∣∣
ε→0+

.

(2.30)
2Observemos que no limite de R→∞, ωk+1 − ωk = ∆ω torna-se infinitesimal, dω.
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Após uma manipulação algébrica e da aplicação do limite ε→ 0+, (2.30) pode ser reescrita

na forma

f00(t) = 2g

∫ ∞
0

x2e−ixt

(x2 − ω2
0)2 + π2g2x2

dx. (2.31)

Como mencionado nesta seção, a equação (2.31) nos fornece a amplitude de probabili-

dade do oscilador permanecer em seu primeiro estado excitado. Portanto, como forma de

teste da validade do resultado acima, calculemos f00(0). Segundo a equação (2.20) com

G00(Ωr, t) = e−iΩrt devemos ter

f00(0) =
N∑
r=0

(t0r)
2 = 1.

Tomando t = 0 em (2.31), encontramos

f00(0) = 2g

∫ ∞
0

x2

(x2 − ω2
0)2 + π2g2x2

dx = 1. (2.32)

Apesar de parecer difícil que a equação (2.32) seja exatamente igual a 1, este resultado é

demostrado em maiores detalhes no apêndice C.

Agora continuamos a solução para a amplitude de permanência. Para resolvermos (2.31),

mais uma vez utilizaremos o teorema dos resíduos, fazendo

h(z) = 2g
z2e−izt

(z2 − ω2
0)2 + π2g2z2

, (2.33)

vemos que esta função possui quatro polos:

z1 = i
πg

2
+ κ z2 = −iπg

2
− κ

z3 = −iπg
2

+ κ z4 = i
πg

2
− κ,

com κ =
√
ω2

0 −
π2g2

4
. Desta forma, basta utilizarmos um contorno na forma da Figura

(2.2). Feito tal escolha de contorno, podemos escrever∫
C

h(z)dz =

∫ 0

−∞
2g

z2e−iztdz

(z2 − ω2
0)2 + π2g2z2

+

∫ ∞
0

h(z)dz +

∫
CR

h(z)dz, (2.34)

ou seja,∫ ∞
0

h(z)dz = −
∫ 0

−∞
2g

z2e−iztdz

(z2 − ω2
0)2 + π2g2z2

+

∫
C

h(z)dz −
∫
CR

h(z)dz. (2.35)

A integral em todo o contorno C é resolvida com o auxílio do teorema dos resíduos,

resultando em ∫
C

h(z)dz =

(
1− iπg

2κ

)
e−i(κ−

iπg
2

)t. (2.36)
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Figura 2.2: Contorno C de integração da equação (2.34), onde está presente o polo z3.

Agora vamos resolver a integral no contorno CR. Esta pode ser reescrita na forma,∫
CR

h(z)dz =

∫ 0

−π
4

2igR3e3iθe−itR(cos θ+i sin θ)dθ

(R2e2iθ − ω2
0)2 + π2g2R2e2iθ

∣∣∣∣∣
R→∞

, (2.37)

onde substituímos z = Reiθ, com R igual ao raio do contorno que varre todo o quarto

quadrante do plano complexo, por meio do ângulo θ. No limite R → ∞, usando o lema

de Jordan [38], temos ∫
CR

h(z)dz = 0, quando R→∞. (2.38)

Nestas condições, ficamos com∫ ∞
0

h(z)dz =

(
1− iπg

2κ

)
e−i(κ−

iπg
2

)t +

∫ 0

−∞
2g

z2e−iztdz

(z2 − ω2
0)2 + π2g2z2

. (2.39)

Se realizarmos a seguinte mudança, z = −iy, com −∞ < y < 0, uma vez que estamos

integrando sobre o eixo imaginário negativo, encontramos∫ ∞
0

h(z)dz =

(
1− iπg

2κ

)
e−i(κ−

iπg
2

)t +

∫ ∞
0

2gi
y2e−ytdy

(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2

, (2.40)

ou mais precisamente,

f00(t) =

(
1− iπg

2κ

)
e−i(κ−

iπg
2

)t + 2iJ(t), (2.41)

onde

J(t) =

∫ ∞
0

g
y2e−ytdy

(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2

. (2.42)
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Apesar do resultado definido pela equação (2.41) parecer único, isso não é verdade. Note

que estamos supondo κ real e diferente de zero. Se considerarmos κ igual a zero ou

imaginário, então a expressão (2.41) com J(t) dado pela equação (2.42) deixa de ser

válida. Isso se deve ao fato de que os polos estarão no eixo imaginário. Nesses casos tem

que se considerar a expressão dada pela equação (2.31), a qual pode ser avaliada de forma

numérica.

No caso em que ω0t� 1, podemos avaliar J(t) de forma aproximada, na qual chamamos

aproximação para tempos longos. Nestas condições a equação (2.42), torna-se

J(t) = g

∫ ∞
0

y2e−ytdy

ω4
0

, (2.43)

que se fizermos,

J(t) =
g

ω4
0

d2

dt2

[∫ ∞
0

e−ytdy

]
,

encontramos como solução

J(t) ≈ 2g

ω4
0t

3
. (2.44)

Substituindo (2.44) em (2.41) e calculando o módulo quadrado do mesmo, encontramos a

probabilidades associada que denotaremos por P00(t):

P00(t) =

(
1 +

π2g2

4ω2
0

)
e−πgt − 8g

ω4
0t

3

[
sin(κt) +

πg

2κ
cos(κt)

]
e−

πgt
2 +

16g2

ω8
0t

6
. (2.45)

Na Figura 2.3 temos duas soluções numéricas para a equação (2.45). A curva em ver-

melho representa a probabilidade do átomo permanecer em seu primeiro estado excitado

quando temos uma constante de acoplamento da ordem de g ≈ 6, 0 × 10−3/s, já a curva

em preto está associada a uma probabilidade com uma constante de acoplamento da or-

dem de g ≈ 3, 0× 10−3/s, ambas com a frequência do oscilador com valor fixo, da ordem

de ω0 = 1, 0/s. Estes resultados mostram que, apesar de existirem termos oscilantes em

(2.45), o decaimento exponencial torna-se predominante.

Neste regime de acoplamento fraco, i.e, para g pequeno quando comparado com ω0, obte-

mos de (2.45) que a probabilidade do átomo permanecer excitado após um tempo t� 1
ω0

obedece a conhecida lei de decaimento exponencial [39],

P00(t) ≈ e−πgt. (2.46)

Embora aqui consideramos somente o cálculo da probabilidade de permanência do átomo
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Figura 2.3: Análise da equação (2.45). A curva em preto está associada a uma constante de

acoplamento da ordem de g ≈ 3, 0 × 10−3/s e a curva em vermelho com g ≈ 6, 0 × 10−3/s.

Definimos o parâmetro ω0 = 1, 0/s. Nas aproximações consideradas, temos um tempo caracte-

rístico (τ = 1
πg ) de decaimento da ordem de τp ≈ 106s e τv ≈ 53s, para as curvas em preto e em

vermelho, respectivamente.

manter-se no primeiro estado excitado, na situação em que R → ∞, devemos salientar

que no caso de cavidades pequenas, i.e, para R suficientemente pequeno, também pode-se

estimar esta probabilidade. Usando-se o fato de que para R suficientemente pequeno, as

autofrequências são aproximadamente as mesmas que as frequências dos modos normais do

campo, em [11], foi encontrado que a probabilidade do átomo permanecer no primeiro es-

tado excitado oscila como função do tempo entre um valor mínimo e um valor máximo. Por

exemplo, para uma frequência da ordem de ω0 ∼ 4, 0× 1014/s (dentro do visível), em uma

cavidade de diâmetro da ordem de 2R ∼ 1, 0× 10−6m, foi encontrado uma probabilidade

de permanência de 97%. E também, para uma típica frequência na faixa de micro-ondas

da ordem de ω0 ∼ 2, 0× 1010/s com uma cavidade de raio da ordem de R ∼ 1, 4× 10−2m,

encontrou-se também 97%. De onde se conclui que um estado atômico instável torna-se

praticamente estável quando confinado dentro de uma cavidade de raio suficientemente
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pequeno. A informação quanto a distribuição de energia dentro da cavidade esférica, no

nosso caso, nos remete a importante área de pesquisa intitulada Eletrodinâmica Quântica

em Cavidades, ou simplesmente, CQED3. A Eletrodinâmica Quântica em Cavidades, em

resumo, estuda os processos fundamentais de interações entre átomos e campo eletromag-

nético dentro de cavidades refletoras. Portanto, o formalismo de coordenadas renormaliza-

das vem como uma ferramenta de ajuda também neste ramo, como por exemplo pode ser

apreciado nos estudos realizados em [27], que fazem uma interessante comparação junto

aos resultados experimentais contidos em [40, 41], verificando estabilidades atômicas em

regimes de acoplamento fraco e forte.

2.1.3 Amplitude de probabilidade de decaimento do oscilador (átomo)

Tomando µ = 0 e ν = k, em (2.12) obtemos a amplitude de probabilidade do oscilador

(átomo) decair do seu n-ésimo estado excitado para o seu estado fundamental por uma

emissão de n quanta do campo, com frequência (ou energia, se ~ = 1) ωk, dada por

A0,0,··· ,nk,··· ,0
n,0,··· ,0,··· ,0 (t) = [f0k (t)]n , (2.47)

lembramos aqui, que já estamos desconsiderando a fase envolvida. Assim como em

An,0,··· ,0n,0,··· ,0(t), vamos considerar apenas o caso relacionado ao primeiro estado excitado, n = 1.

Desta forma a probabilidade que iremos calcular é na verdade a associada ao processo de

decaimento do átomo, do primeiro estado excitado para o estado fundamental por uma

emissão de um quantum de frequência ωk. Essa probabilidade depende da quantidade

f0k(t),

f0k(t) =
N∑
r=0

t0rtkre
−iΩrt. (2.48)

Usando (1.34) e (1.35) em (2.48), temos

f0k(t) = ηωk

N∑
r=0

[
(t0r)

2

ω2
k − Ω2

r

]
e−iΩrt, (2.49)

que com o auxílio de (2.22), encontramos

f0k(t) = ηωk

N∑
r=0

Ωre
−iΩrt

W ′(Ωr) (ω2
k − Ω2

r)
. (2.50)

3Do inglês Cavity Quantum Electrodynamics
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Podemos questionar a validade do método dos resíduos no limite contínuo neste caso,

por conta do surgimento do termo singular (ω2
k − Ω2

r) no denominador da equação (2.50).

Porém, vamos supor que ainda seja válido, tal que possamos escrever

f0k(t) = η
ωk
πi

∮
C

ze−izt

(ω2
k − z2)W (z)

dz. (2.51)

Sendo possível escrever (2.51), com o uso do teorema dos resíduos, temos para f0k(t),

f0k(t) = ηωk

{[
N∑
r=0

(z − Ωr)ze
−izt

W ′(z) (ω2
k − z2)

] ∣∣∣∣∣
z→Ωr

+ lim
z→ωk

(z − ωk) ze−izt

W ′(z) (ωk − z) (ωk + z)

}
. (2.52)

Mas, basta analisarmos a equação (2.21), no limite em que z → ωk, para verificarmos

que W ′(z)→∞, mostrando que a segunda parte de (2.52) possui contribuição nula para

f0k(t), de onde concluímos que a expressão (2.50) é válida.

Usando a equação (2.29) e o contorno retangular representado pela Figura (2.1), encon-

tramos

f0k(t) =
ηωk
πi

[∫ ∞
0

xe−ixt

(x+ iπg
2
− κ)(x+ iπg

2
+ κ)(x+ iε− ωk)(x+ iε+ ωk)

dx−

−
∫ ∞

0

xe−ixt

(x− iπg
2
− κ)(x− iπg

2
+ κ)(x− iε− ωk)(x− iε+ ωk)

dx

]∣∣∣∣∣
ε→0

. (2.53)

Podemos resolver este caso utilizando mais uma vez o contorno ilustrado na Figura (2.2).

Com o auxílio deste contorno podemos escrever

f0k(t) =
ηωk
πi

[∫ ∞
0

xe−ixt

(x+ iπg
2
− κ)(x+ iπg

2
+ κ)(x+ iε− ωk)(x+ iε+ ωk)

dx

]∣∣∣∣∣
ε→0

, (2.54)

tal que, mais uma vez reescrevemos∫
C

g(z)dz =

∫ ∞
0

g(z)dz +

∫ 0

−∞
g(z)dz +

∫
CR

g(z)dz, (2.55)

e da mesma forma que em f00(t), quando tomamos o limite de R→∞, temos contribuição

nula no contorno CR, restando∫ ∞
0

g(z)dz =

∫
C

g(z)dz −
∫ 0

−∞
g(z)dz. (2.56)

Com o auxílio do teorema de Cauchy, encontramos∫ ∞
0

g(z)dz = ηωk

[(
1− iπg

2κ

)
e−iκt−

πg
2
t[

ω2
k − (κ− iπg

2
)2
] − e−iωkt

[ω2
k − ω2

0 + iπgωk]

]
+

∫ 0

−∞
g(z)dz. (2.57)
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Já a contribuição de −∞ a 0, avaliada comW (z) no limite contínuo, torna f0k(t) da forma

f0k(t) = ηωk

[
(1− iπg

2κ
)e−i(κ−

iπg
2

)t[
ω2
k − (κ− iπg

2
)2
] − e−iωkt

[ω2
k − ω2

0 + iπgωk]
+ 2i`(t)

]
, (2.58)

com `(t) igual a

`(t) = g

∫ ∞
0

dy
y2e−yt

[(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2](y2 + ω2

k)
,

no regime κ2 > 0. A análise de um outro regime para f0k(t), depende apenas do parâmetro

κ, assim como mencionado na seção anterior, certamente se fizermos considerações dentro

de outros regimes, tais como κ2 = 0, κ2 < 0, κ2 � 0 ou ainda, κ2 � 0, teríamos amplitudes

de transições distintas da apresentada pela equação (2.58). Considerando apenas o regime

em que κ2 > 0, e o módulo quadrado de (2.58), encontramos a seguinte probabilidade

P0k(t) =
η2ω2

k

κ

{
κ2 + ω2

0e
−πgt

κK(ωk)
− e−

πgt
2

K2(ωk)

([
2κ(ω2

k − ω2
0)2 + π2g2ωk(ω

2
k + ω2

0)
]

cos[(ωk−κ)t]+

+πg(ω2
k − ω2

0)(ω2
k + ω2

0 − 2κωk) sin[(ωk − κ)t] + 2`(t)K(ωk)×[
2κ(ω2

k − ω2
0) sin(κt) + πg(ω2

k + ω2
0) cos(κt)

])
+ 4κ

`(t)

K(ωk)
×

[
(ω2

k − ω2
0) sin(ωkt) + πgωk cos(ωkt)

]
+ 4κg`(t)2

}
, (2.59)

onde

K(ωk) = (ω2
k − ω2

0)2 + π2g2ω2
k. (2.60)

Salvo as aproximações feitas para o nosso modelo, o resultado acima deve possuir alguma

semelhança com algum processo atômico descrito pela Eletrodinâmica Quântica. Sabe-

mos que os átomos emitem fótons mesmo quando não existe um campo eletromagnético

aplicado por meio de um mecanismo chamado de emissão espontânea. A Eletrodinâmica

Quântica mostra que sempre existe um campo eletromagnético presente nas vizinhanças

do átomo. A razão é que o campo eletromagnético tem energia quantizada discretamente e

como em qualquer sistema de energia discretamente quantizada, o campo eletromagnético

tem uma energia de ponto zero. Assim, sempre haverá alguma vibração eletromagnética

presente, qualquer que seja a frequência necessária, para induzir oscilações de carga que

levam o átomo a irradiar “espontaneamente” [43]. Tal como foi mencionado a forma como

estavam preparados os estados inicial e final associados a esta probabilidade, a equação
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(2.59) deve reproduzir alguma característica deste fenômeno de decaimento citado acima.

O problema é que a solução exata da equação (2.59), em qualquer instante de tempo,

torna-se de difícil acesso por métodos analíticos por conta da presença de `(t), mas sendo

completamente possível sua resolução numericamente. Porém, podemos evitar esta difi-

culdade estudando o comportamento desta probabilidade no limite em que t→∞. Apli-

cando este limite de tempo longo e lembrando que estamos analisando todos os processos

de transições no limite contínuo, ou seja, no limite em que R→∞, encontramos4

P0ω = 2gdω

[
ω2

(ω2 − ω2
0)2 + π2g2ω2

]
. (2.61)

Assim, a equação (2.61) nos informa a probabilidade do oscilador (átomo) emitir um “fó-

ton” com frequência (energia) dentro de um intervalo entre ω e ω + dω. Se integrarmos

a equação (2.61) em todo o eixo real positivo, i.e, onde encontram-se todas a frequências

ω, verificamos que a probabilidade do oscilador (átomo) decair emitindo um “fóton” de

frequência ω é um, como era de se esperar.

Sabemos que um dos resultados previstos pela Eletrodinâmica Quântica para processos

atômicos desta natureza, é que a energia emitida pelo átomo (o fóton) tenha seu valor

próximo da energia associada a transição entre os estados inicial e final do átomo. Em

especial, uma característica importante neste fenômeno é a presença de uma condição de

ressonância [39]. Portanto, como a equação (2.61) representa uma probabilidade de decai-

mento, espera-se que a mesma apresenta ressonância, como visto na Figura (2.6). Temos

um máximo em ωk = ω0. Resultado já esperado do ponto de vista da mecânica quântica,

quando se trata de probabilidade de decaimento atômico, ver por exemplo [44].

Antes de concluirmos este capítulo, devemos mencionar que as probabilidades de per-

manência e decaimento, P00(t) e P0k(t), aparecem de forma bastante sugestiva no estudo

da evolução temporal de um átomo acoplado com um campo de radiação térmico, veja

[10]. Nessa referência foi demonstrado que a evolução temporal dos valores esperados

térmicos de operadores associados com o átomo, dependem exclusivamente das probabili-

dades associadas com as emissões e absorções de quanta do campo, i.e, dos termos P00(t)

e P0k(t).

4Como vimos no capítulo 1, η =
√

2g∆ω. Logo, quando R→∞, o ∆ω da equação (2.61) torna-se um

intervalo infinitesimal dω.
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Figura 2.4: Análise da equação (2.61), onde temos P (ω) em função de ω com g = 0, 2/s,

ω0 = 2, 0/s. Notemos uma região de máxima probabilidade quando ω = ω0.



Capítulo 3

Formalismo com operadores de criação

e de aniquilação vestidos

Neste capítulo, após uma breve revisão sobre o oscilador harmônico quântico simples,

demonstramos uma nova forma de calcularmos probabilidades de transição baseados em

operadores de criação e de aniquilação vestidos. Após alguns exemplos de aplicações,

como uma forma de demonstrar a vantagem do método com estes operadores, comparado

ao método polinomial, calculamos um caso mais geral, o mesmo calculado na seção (2.1).

3.1 Revisando o oscilador harmônico simples

A partir dos operadores q̂ e p̂, definimos operadores não-Hermitianos, que denotaremos

por â e â† como

â =

√
ω

2
(q̂ + i

p̂

ω
), (3.1)

e seu conjugado

â† =

√
ω

2
(q̂ − i p̂

ω
). (3.2)

Conhecidos como operadores de aniquilação e de criação, respectivamente. Usando a

relação de comutação [q̂, p̂] = i, obtemos

[â, â†] = 1. (3.3)

Uma outra importante propriedade destes operadores é que, se definirmos â†â = N̂ , po-

demos mostrar

Ĥ = ω(N̂ +
1
2

). (3.4)

33
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A utilidade dos operadores â e â† surge quando investigamos os autovalores n, e autovetores

|n〉 tais que 〈n|n〉 = 1, do operador número N̂ , isto é, que satisfaça a relação

N̂ |n〉 = n|n〉. (3.5)

Considerando um estado qualquer que satisfaça a equação acima, com a relação de comu-

tação (3.3), encontramos

â†ââ†|n〉 = â†(â†â+ 1)|n〉 = (n+ 1)â†|n〉 (3.6)

e

â†ââ|n〉 = (ââ† − 1)â|n〉 = (n− 1)â|n〉, (3.7)

ou seja, â†|n〉 e â|n〉 também são autovetores do operador N̂ , com autovalores n ± 1,

respectivamente. Desta forma, os autovetores |n±〉 podem ser obtidos fazendo

|n+ 1〉 =
â†√
n+ 1

|n〉, (3.8)

|n− 1〉 =
â√
n
|n〉. (3.9)

Uma consequência imediata dos resultados acima é que o espectro de N̂ deve ser o próprio

conjunto N. Uma vez imposta a não negatividade da norma de â|n〉, obtemos

〈n|â†â|n〉 = n ≥ 0. (3.10)

O resultado acima proíbe a possibilidade de obtermos um autovetor com norma negativa

[42]. Definimos |0〉, correspondendo ao menor autovalor de N̂ , de tal forma que â|0〉

resulta no vetor nulo. Partindo deste autovetor podemos obter qualquer outro aplicando

sucessivamente o operador â†:

|n〉 =
(â†)n√
n!
|0〉, ∀ n ∈ N. (3.11)

A importância destes objetos se reflete quando decidimos interpretá-los junto a descrição

quântica de sistemas físicos. Listemos algumas destas:

• Os autovalores n correspondem ao número de quanta (de energia, por exemplo) num

dado estado, associado aos operadores â e â†;

• O operador â aniquila um quantum no estado em questão. O operador â†, por sua

vez, cria um quantum neste mesmo estado;
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• O operador N̂ é tal que seu valor esperado, calculado num de seus autovetores,

revela o número de quanta contidos em seu respectivo estado. Um autovetor de N̂

descreve um sistema cujo número de quanta no estado associado aquele operador é

bem definido.

A síntese que fizemos acima sobre o mecanismo utilizado para o estudo do oscilador harmô-

nico quântico, será de grande importância na próxima seção, onde iremos estender tais pro-

priedades para o caso em que temos um espaço composto por um número N de osciladores,

neste caso, vestidos.

3.2 Espaço composto por N osciladores vestidos

Em mecânica quântica e em outras áreas da física, quando um sistema físico é composto

por um número grande de partículas (muitos estados), geralmente usa-se o conceito de

espaço de Fock [45]. Neste espaço, surgem quantidades da forma de |n〉, bem como os

operadores1 â, â† e N̂ . Em particular, |0〉 é denominado estado de vácuo, ou simplesmente

vácuo, do sistema em questão. Por exemplo, argumentamos que dinamicamente, um con-

junto de osciladores harmônicos é equivalente a um gás de Bose de muitas partículas, e

portanto é sugestivo este formalismo [46].

No nosso caso, os estados de Fock que descrevem separadamente o oscilador e o campo

podem ser escritos como |n0〉d⊗|n1〉d⊗|n2〉d⊗· · · |nN〉d. Para tal estado, temos o oscilador

em seu n0-ésimo estado excitado e cada modo normal do campo, k = 1, 2, 3, · · · , N, com

nk fótons. Em algumas situações iremos simplificar a notação para |n, n1, n2, · · · , nN〉d,

simbolizando a mesma configuração acima.

Usando (3.11) podemos escrever para este estado

|n0, n1, · · · , nN〉d =

(
â′†0

)n0

√
n0!

(
â′†1

)n1

√
n1!

· · ·

(
â′†N

)nN
√
nN !

|0〉d, (3.12)

onde â′†µ e â′µ denotam os operadores de criação e aniquilação vestidos. Na seguinte subseção

iremos construir esses operadores.
1Com suas particularidades para sistemas compostos por férmions ou bósons, por exemplo.
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3.2.1 Operadores de criação e de aniquilação vestidos

Definimos os operadores de criação e de aniquilação vestidos de forma análoga as equa-

ções (3.1) e (3.2), substituindo coordenadas e momenta nús por coordenadas e momenta

vestidos:

â′†µ =

√
ωµ
2

(
q̂′µ − i

p̂′µ
ωµ

)
(3.13)

e

â′µ =

√
ωµ
2

(
q̂′µ + i

p̂′µ
ωµ

)
. (3.14)

Os operadores â′µ e â′†µ , foram inicialmente utilizados para o estudo da dinâmica do não-

equilíbrio de sistemas quânticos acoplados [33], processos de termalização de átomos em

campos de radiação [10], assim como em efeitos térmicos na estabilidade de átomos exci-

tados em cavidades [36].

Na representação de coordenadas renormalizadas, o operador p̂′µ vem dado por

p̂′µ =
1

i

∂

∂q′µ
. (3.15)

Quando calcularmos as amplitudes de probabilidade por meio dos operadores de criação

e de aniquilação renormalizados, será necessário utilizarmos a relação entre os operadores

renormalizados e coletivos, uma vez que os estados coletivos são autoestados da Hamilto-

niana e não os estados vestidos. Usando

Â†r =

√
Ωr

2

(
Q̂r − i

P̂r
Ωr

)
, (3.16)

Âr =

√
Ωr

2

(
Q̂r + i

P̂r
Ωr

)
, (3.17)

e empregando a regra da cadeia, podemos escrever a equação (3.15) na forma

p̂′µ =
1

i

N∑
r=0

∂Qr

∂q′µ

∂

∂Qr

, (3.18)

e usando P̂r = 1
i

∂
∂Qr

, temos

p̂′µ =
1
√
ωµ

N∑
r=0

tµr
√

ΩrP̂r. (3.19)

Utilizando (3.19), (1.62) e (3.14), podemos escrever

â′µ =

√
ωµ
2

[(
N∑
r=0

tµr

√
Ωr

ωµ
Q̂r

)
+

i

ωµ

(
N∑
r=0

√
ωµ
Ωr

tµrP̂r

)]
, (3.20)
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que, com uma simplificação algébrica, encontramos

â′µ =
N∑
r=0

tµr

[√
Ωr

2

(
Q̂r + i

P̂r
Ωr

)]
, (3.21)

e usando a equação (3.17), obtemos

â′µ =
N∑
r=0

tµrÂr, (3.22)

e consequentemente

â′†µ =
N∑
r=0

tµrÂ
†
r, (3.23)

uma vez que os elementos de T = [tµr] são todos reais. Uma importante característica

demonstrada pela relação matemática entre os operadores de criação e de aniquilação

renormalizados com os coletivos, é essa dependência linear, na qual é a mesma que existe

entre as coordenadas renormalizadas e as coletivas. Conforme veremos posteriormente,

esta característica irá simplificar substancialmente os cálculos envolvidos nos processos

radioativos.

Na seguinte seção vamos aplicar o formalismo dos operadores de aniquilação e de criação

vestidos no cálculo de algumas amplitudes de probabilidade as quais também podem ser

obtidas pelo método apresentado no capítulo anterior, método polinomial. Consideramos

tais situações como uma forma de nos familiarizarmos com este novo formalismo.

3.3 Exemplos de aplicações do formalismo com opera-

dores de criação e de aniquilação vestidos

Vamos introduzir o método com operadores â′µ e â′†µ através de alguns exemplos simples.

Em primeiro lugar vamos considerar a determinação da amplitude de probabilidade do

átomo permanecer no primeiro estado excitado. Posteriormente, consideramos o cálculo

da amplitude de probabilidade associada ao decaimento do átomo desde o primeiro estado

excitado para o estado fundamental através da emissão de um quantum de radiação.

Calculamos também, para fins puramente didáticos, a amplitude de probabilidade de

permanência do átomo em seu segundo estado excitado. Finalmente, consideraremos um

caso mais geral de amplitude de probabilidade, a mesma calculada na seção (2.1), onde

poderemos apreciar a vantagem técnica do método em relação ao método polinomial.
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3.3.1 Amplitude de permanência do oscilador (átomo) em seu pri-

meiro estado excitado

Considere o caso em que a equação (2.1), tal que apenas o átomo esteja em seu primeiro

estado excitado, | 10, 0, 0, · · · , 0〉d. Agora nos perguntamos qual a probabilidade de per-

manência deste estado? Isso equivale a escrevermos

A10,0,0,··· ,0
10,0,0,··· ,0(t) = d

〈
0, 0, · · · , 0, 10 | e−iĤt | 10, 0, 0, · · · , 0

〉
d. (3.24)

Dessa forma, com o auxílio das equações (3.22) e (3.23), podemos escrever

A10,0,0,··· ,0
10,0,0,··· ,0(t) = d

〈
0, 0, 0, · · · , 0 | â′0e−iĤtâ

′†
0 | 0, 0, 0, · · · , 0

〉
d

=
N∑
r=0

t0r

N∑
s=0

t0s d

〈
0, 0, 0, · · · , 0 | Âre−iĤtÂ†s | 0, 0, 0, · · · , 0

〉
d, (3.25)

e uma vez que | 0, 0, 0, · · · , 0〉d =| 0, 0, 0, · · · , 0〉c, temos

A10,0,0,··· ,0
10,0,0,··· ,0(t) = e−itE0,··· ,0

N∑
r=0

t0r

N∑
s=0

t0se
−iΩst

c〈0, 0, · · · , 0, 1r | 1s, 0, 0, · · · , 0〉c

= e−itE0,··· ,0

N∑
r=0

t0r

N∑
s=0

t0se
−iΩstδrs

= e−itE0,··· ,0

N∑
r=0

(t0r)
2e−iΩrt = f00(t), (3.26)

se mais uma vez desconsiderarmos a fase e−itE0,··· ,0 .

3.3.2 Decaimento do oscilador (átomo) do primeiro estado exci-

tado para o estado fundamental

Agora consideremos mais uma vez o processo de decaimento do átomo do seu primeiro

estado excitado para o seu estado fundamental por uma emissão de um quantum do campo,

com frequência ωk. Neste caso temos,

A0,··· ,1k,··· ,0
10,0,0,··· ,0 (t) = d

〈
0, · · · , 1k, · · · , 0 | e−iĤt | 10, 0, 0, · · · , 0

〉
d. (3.27)

Tal que, usando

â′k =
N∑
r=0

tkrÂr
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e

â′†0 =
N∑
r=0

t0rÂ
†
r,

encontramos

A0,··· ,0,1k,··· ,0
10,0,0,··· ,0 (t) =

N∑
r=0

tkr

N∑
s=0

t0s c

〈
0, 0, 0, · · · , 0 | Âre−iĤtÂ†s | 0, 0, 0, · · · , 0

〉
c (3.28)

= e−itE0,0,··· ,0

N∑
r=0

N∑
s=0

tkrt0s c〈0, 0, 1r, · · · , 0 | 1s, · · · , 0, · · · , 0〉c

A0,··· ,1k,··· ,0
10,0,0,··· ,0 (t) = e−itE0,··· ,0

N∑
r=0

N∑
s=0

tkrt0se
−iΩstδrs,

de onde concluímos

A0,··· ,1k,··· ,0
10,0,0,··· ,0 (t) = e−itE0,··· ,0

N∑
r=0

tkrt0re
−iΩrt = f0k(t), (3.29)

também desconsiderando a fase.

3.3.3 Amplitude de permanência do oscilador (átomo) em seu se-

gundo estado excitado

Neste terceiro exemplo iremos aplicar de forma didática o método com operadores de

criação e de aniquilação vestidos. Consideremos o sistema composto por | n0, n1, n2〉d,

ou seja, o átomo e somente dois modos do campo. Tomando, n0 = 20, n1 = n2 = 0, e

perguntando qual a probabilidade de encontrarmos o sistema ainda neste estado, equivale

a calcularmos

A20,0,0
20,0,0

(t) = d

〈
0, 0, 20 | e−iĤt | 20, 0, 0

〉
d. (3.30)

Nestas condições, nosso estado de vácuo é |00〉d ⊗ |0〉d ⊗ |0〉d = |0〉d. Com o uso das

equações (3.22) e (3.23), e o fato de que estamos considerando apenas o átomo e somente

dois modos do campo, temos

â′0 =
2∑
r=0

t0rÂr = t00Â0 + t01Â1 + t02Â2 (3.31)

e

â′†0 =
2∑
r=0

t0rÂ
†
r = t00Â

†
0 + t01Â

†
1 + t02Â

†
2, (3.32)

cuja substituição em (3.30), resulta

A20,0,0
20,0,0

(t) =
1

2!
d〈0|(t00Â0 + t01Â1 + t02Â2)2e−iĤt(t00Â

†
0 + t01Â

†
1 + t02Â

†
2)2|0〉d. (3.33)



40

Considerando mais uma vez a igualdade entre os estados de vácuo para coletivos e vestidos,

i.e, |0〉c = |0〉d, temos

A20,01,02
20,01,02

(t) =
1

2!
c〈0|(t00Â0 + t01Â1 + t02Â2)2e−iĤt(t00Â

†
0 + t01Â

†
1 + t02Â

†
2)2|0〉c. (3.34)

Com as atuações dos operadores criação e aniquilação coletivos contidos na equação (3.34),

encontramos facilmente

A20,0,0
20,0,0

(t) = t00t00e
−itΩ0(t00t00e

−itΩ0)e−i
t
2

∑2
r=0 Ωr + 2t01t01e

−itΩ1(t00t00e
−itΩ0)e−i

t
2

∑2
r=0 Ωr+

+2t02t02e
−itΩ2(t00t00e

−itΩ0)e−i
t
2

∑2
r=0 Ωr + t01t01e

−itΩ1(t01t01e
−itΩ1)e−i

t
2

∑2
r=0 Ωr+

+2t02t02e
−itΩ2(t01t01e

−itΩ1)e−i
t
2

∑2
r=0 Ωr + t02t02e

−itΩ2(t02t02e
−itΩ2)e−i

t
2

∑2
r=0 Ωr , (3.35)

ou ainda, com uma simplificação

A20,0,0
20,0,0

(t) = e−i
t
2

∑2
r=0 Ωr

[
2∑
r=0

(t0r)
2e−iΩrt

]2

, (3.36)

onde o termo e−i
t
2

∑2
r=0 Ωr = e−itE0,0,0 , representa uma fase. Com este simples exemplo fica

claro que se quisermos estender para o caso em que temos N modos do campo, i.e, se nas

equações (3.31) e (3.32), somarmos em r de 0 até N , encontraremos obviamente

A20,0,0
20,0,0

(t) = e−i
t
2

∑N
r=0 Ωr

[
N∑
r=0

(t0r)
2e−iΩrt

]2

. (3.37)

3.4 Amplitude de probabilidade no formalismo de ope-

radores de criação e de aniquilação vestidos

Como vemos, os cálculos dos processos exemplificados acima são substancialmente redu-

zidos com o método de operadores de criação e de aniquilação vestidos. Porém, ainda

não tratamos do caso mais geral, demonstrado na seção (2.1), em termos do método com

operadores. Façamos isso agora. Considere, mais uma vez, o cálculo da amplitude de

probabilidade de um estado inicial | 0, · · · , n, · · · , 0〉d em t = 0, ser encontrado em um

instante t diferente de zero, em | 0, 0, · · · ,m, · · · , 0〉d.

Logo, o que queremos é

A0,0,··· ,m,··· ,0
0,0,··· ,n,··· ,0 (t) = d

〈
0, 0, · · · ,m, · · · , 0 | e−iĤt | 0, 0, · · · , n, · · · , 0

〉
d. (3.38)
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Como vimos nos exemplos acima, para aplicarmos o método com operadores de criação e

de aniquilação vestidos, devemos utilizar as equações (3.22) e (3.23) de forma adequada.

Neste caso mais geral, devemos reescrever a equação acima na forma

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) = d〈0, · · · , 0, · · · , 0 |

(
â′ν

)m
√
m!

e−iĤt

(
â′
†
µ

)n
√
n!
| 0, · · · , 0, · · · , 0〉d (3.39)

ou ainda,

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) = d〈0, · · · , 0, · · · , 0 |

(∑N
r=0 tνrÂr

)m
√
m!

e−iĤt

(∑N
s=0 tµsÂ

†
s

)n
√
n!

| 0, · · · , 0, · · · , 0〉d

=
1√
m!n!

N∑
r1,r2,··· ,rm=0

tνr1tνr2 · · · tνrm
N∑

s1,s2,··· ,sn=0

tµs1tµs2 · · · tµsn×

c

〈
0, · · · , 0, · · · , 0 | Âr1Âr2 · · · Ârme−iĤtÂ†s1Â

†
s2
· · · Â†sn | 0, · · · , 0, · · · , 0

〉
c

que com a aplicação sucessiva dos operadores de criação e de aniquilação coletivos nos

estados de vácuo, encontramos

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) =

1√
m!n!

N∑
r1,r2,··· ,rm=0

tνr1tνr2 · · · tνrm
N∑

s1,s2,··· ,sn=0

tµs1tµs2 · · · tµsn×

c

〈
1r1 , 1r2 , · · · , 1rm | e−iĤt | 1s1 , 1s2 , · · · , 1sn

〉
c, (3.40)

ou ainda

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) =

e−itE0,0,··· ,0

√
m!n!

N∑
r1,r2,··· ,rm=0

tνr1tνr2 · · · tνrm
N∑

s1,s2,··· ,sn=0

tµs1tµs2 · · · tµsn×

e−it(Ωs1+Ωs2+···+Ωsn)
c〈1r1 , 1r2 , · · · , 1rm | 1s1 , 1s2 , · · · , 1sn〉c. (3.41)

Notemos que na equação (3.41), deve-se levar em conta todas as possíveis combinações

entre os índices rm e sn associados os autoestados coletivos envolvidos no produto c〈1r1 , 1r2 ,

· · · , 1rm | 1s1 , 1s2 , · · · , 1sn〉c.

Isso produz a seguinte expressão

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) =

e−itE0,0,··· ,0

√
m!n!

N∑
r1,r2,··· ,rm=0

tνr1tνr2 · · · tνrm
N∑

s1,s2,··· ,sn=0

tµs1tµs2 · · · tµsn×

e−it(Ωs1+Ωs2+···+Ωsn)
(
δr1s1δr2s2 · · · δrmsnδmn + restante das permutações possíveis

)
, (3.42)

Notemos que, por consistência do modelo, devemos ter n = m na equação acima, caso

contrário teremos amplitude de probabilidade nula. Notemos também, que considerarmos
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todas as combinações possíveis na equação (3.42), equivale a termos n! possibilidades, tal

que da equação (3.42), encontramos

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) = e−itE0,0,··· ,0

N∑
r1,r2,··· ,rm=0

tνr1tνr2 · · · tνrm
N∑

s1,s2,··· ,sn=0

tµs1tµs2 · · · tµsn×

e−it(Ωs1+Ωs2+···+Ωsn)δr1s1δr2s2 · · · δrmsn ,

e finalmente

A0,··· ,m,··· ,0
0,··· ,n,··· ,0 (t) = e−itE0,0,··· ,0

[
N∑
r=0

tµrtνre
−itΩr

]n
= e−itE0,0,··· ,0 [fµν(t)]

n . (3.43)

Assim, o método com operadores mostrou-se mais simples e eficiente do que o método

polinomial demonstrado na seção (2.1), onde evitamos o procedimento de resolução dos

coeficientes T l0,l1,··· ,lNn,0,··· ,0 . Não é difícil verificarmos que outras amplitudes de transição, não

calculadas no capítulo 2, com mais de um modo do campo em estado excitado, seja

possível de se realizar com este novo método. Porém, ao invés de investigarmos estes

processos através de simples exemplos, iremos mostrar a validade do método de operadores

estendendo o estudo dos processos radioativos do sistema. Iremos considerar no próximo

capítulo uma situação física que, dentro do contexto de coordenadas vestidas, não foi

calculada na literatura.



Capítulo 4

Probabilidade de espalhamento

“fóton-átomo” mais decaimento

induzido

Neste capítulo iremos calcular a probabilidade do átomo decair do primeiro estado excitado

para o seu estado fundamental por conta da interação com um modo do campo. Mais

uma vez iremos utilizar o formalismo com operadores de criação e aniquilação vestidos.

Mencionamos que nesta parte do trabalho ficará óbvio a vantagem em se utilizar este

formalismo, visto que se fôssemos calcular em termos do método polinomial teríamos

diversas complicações para realizarmos as integrais que surgem.

4.1 Espalhamento “fóton-átomo” mais decaimento in-

duzido

Seja o nosso sistema inicial em (t = 0) encontrado na seguinte configuração, |10, 1k′ , 0, · · · , 0〉d,

isto é, o átomo em seu primeiro nível excitado e o campo com o modo ωk′ . O átomo é

induzido a decair de seu primeiro estado excitado pela interação com um modo do campo

(o “fóton”). Como consequência da interação, que estamos designando por “espalhamento”,

o átomo emite um outro fóton de frequência ωk. Assim, temos no final do processo, dois

modos do campo (ou dois “fótons”), um emitido pelo átomo (ωk) e outro espalhado (ωk′′).

A particularidade deste processo é que, após ser estimulado, o átomo emite outro fóton

com as características do incidente. Mencionamos que, dentro do contexto da mecânica

43
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Figura 4.1: Uma ilustração esquemática do processo de espalhamento “fóton-átomo” mais decai-

mento induzido.

quântica, este não é o único processo possível para um sistema físico nestas condições.

Poderíamos ter, por exemplo, após a interação “fóton-átomo”, uma absorção deste fóton

pelo átomo, tal que este se excitaria e elevaria-se para o seu segundo estado excitado. Uma

outra possibilidade seria, que mesmo havendo tal interação entre fóton e átomo, o sistema

não mude sua configuração de energia, i.e, o fóton se espalharia, mas permaneceria com

a mesma frequência, e o átomo permaneceria em seu estado inicial. No entanto, voltamos

nossa atenção para a possibilidade mencionada inicialmente. Assim como mencionamos

na subseção (2.1.3), mesmo nos limitando a aproximação do nosso modelo, é possível asso-

ciarmos o processo estudado neste capítulo a um dos possíveis processos atômicos descrito

pela Eletrodinâmica Quântica. No contexto da Eletrodinâmica Quântica, se o átomo está

em um nível excitado e o modo do campo eletromagnético contem um fóton, o átomo deve

ser estimulado a emitir um outro fóton com as características do modo incidente. Em

outras palavras, a presença de um fóton incidente, estimula uma emissão de uma dupli-

cata (“clone”) de fóton com, precisamente, as mesmas características que o o fóton inicial.

Chamamos este fenômeno de emissão estimulada. Ilustrado na Figura (4.1), temos uma

representação esquemática do processo físico ocorrido em uma emissão estimulada.

Desta forma, podemos perguntar qual a amplitude de probabilidade de, em um instante

t 6= 0, encontrarmos o sistema em |0, · · · , 1k, 1k′′ , · · · , 0〉d? Isto é, queremos calcular a

amplitude do átomo decair do seu primeiro nível excitado, na presença de um quantum

do campo de frequência ωk′ . Após a interação (“espalhamento”) o átomo deve emitir um

“fóton” com frequência ωk e o modo do campo, incidente, deve mudar de frequência, que
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denominaremos por ωk′′ . Portanto, nossa amplitude de transição é dada por

A0,··· ,1k,1k′′ ,··· ,0
10,1k′ ,··· ,0 (t) =d〈0, · · · , 1k′′ , 1k, · · · , 0|e−iĤt|10, 1k′ , · · · , 0〉d. (4.1)

De forma semelhante as amplitudes anteriores, usamos operadores de criação e de aniqui-

lação vestidos de forma adequada. Podemos reescrever (4.1) na forma

A0,··· ,1k,1k′′ ,··· ,0
10,1k′ ,··· ,0 (t) = d〈0, · · · , 0, 0 | â′kâ′k′′e−iĤtâ

′†
k′ â
′†
0 | 0, 0, · · · , 0〉d, (4.2)

que fazendo uso das equações (3.22) e (3.23) e da igualdade entre os estados de vácuo

vestidos e coletivos, encontramos

A0,··· ,1k,1k′′ ,··· ,0
10,1k′ ,··· ,0 (t) =

N∑
r=0

tk′′r

N∑
s=0

tks

N∑
r′=0

tk′r′
N∑
s′=0

t0s′ c〈0, · · · , 1r, 1s, · · · , 0 | e−iĤt | 1r′ , 1s′ , 0, · · · , 0〉c

=

(
N∑
r=0

tk′′rtk′re
−iΩrt

)(
N∑
s=0

tkst0se
−iΩst

)
e−itE0,0,0···+

+

(
N∑
r′=0

tkr′tk′r′e
−iΩr′ t

)(
N∑
s′=0

tk′′s′t0s′e
−iΩs′ t

)
e−itE0,0··· , (4.3)

de onde identificamos,

A0,··· ,1k,1k′′ ,··· ,0
10,1k′ ,··· ,0 (t) = e−itE0,0,··· [fk′′k′(t)f0k(t) + fkk′(t)f0k′′(t)] . (4.4)

Observando a equação acima, vemos que surgem quantidades já calculadas neste trabalho,

f0k(t) dado pela equação

f0k(t) = ηωk

[
(1− iπg

2κ
)e−i(κ−

iπg
2

)t[
ω2
k − (κ− iπg

2
)2
] − e−iωkt

[ω2
k − ω2

0 + iπgωk]
+ 2i`(t)

]
, (4.5)

com `(t) igual a

`(t) = g

∫ ∞
0

dy
y2e−yt

[(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2](y2 + ω2

k)
,

assim como f0k′′(t), que possui a mesma forma de (4.5), com uma simples troca de índices

(k por k′′). Ambas no regime em que κ2 > 0.

Munidos dos resultados acima, notemos que nos resta resolvermos as outras quantidades,

i.e, fk′k′′(t) e fk′k(t). Assim como as equações para f0k(t) e f0k′′(t), os termos fk′k′′(t) e

fk′k(t), entre si, possuem forma funcional análogas, com uma troca simples nos índices das

frequências envolvidas (k′′ por k). Desta forma, basta resolvermos um dos termos.

Logo, para fk′k′′(t), temos

fk′k′′(t) =
N∑
r=0

[
ηωk′′

ω2
k′′ − Ω2

r

t0r

] [
ηωk′

ω2
k′ − Ω2

r

t0r

]
e−iΩrt, (4.6)
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que pode ser reescrita por meio de uma decomposição por frações parciais na forma

fk′k′′(t) =
N∑
r=0

η2G (Ωr, t)

[
ω3
k′′ωk′ (t0r)

2

Ω2
r (ω2

k′ − ω2
k′′) (ω2

k′′ − Ω2
r)
− ω3

k′ωk′′ (t0r)
2

Ω2
r (ω2

k′ − ω2
k′′) (ω2

k′ − Ω2
r)

]
, (4.7)

onde G (Ωr, t) = e−iΩrt. Aplicando o método dos resíduos no limite contínuo, e usando a

equação (2.22) encontramos (4.7) na seguinte maneira

fk′k′′(t) =
2η2ωk′ωk′′

(ω2
k′ − ω2

k′′)

[
N∑
r=0

ω2
k′′G (Ωr, t)

W ′ (Ωr) (ω2
k′′ − Ω2

r) Ωr

−
N∑
r=0

ω2
k′G (Ωr, t)

W ′ (Ωr) (ω2
k′ − Ω2

r) Ωr

]
. (4.8)

Da mesma forma que em f0k(t), equação (2.50), os fatores singulares do tipo (ω2
α − Ω2

r),

com (α = k′, k′′), e Ωr presentes no denominador de (4.8), não contribuem de forma signi-

ficativa para o processo, uma vez que nos limites (z → ωα) e (z → 0), temos fk′k′′(t) = 0.

Implicando que podemos aplicar, sem maiores problemas, o método dos resíduos no limite

contínuo. Observemos ainda, que a equação (4.8) é válida somente para ωk′ 6= ωk′′ . No

entanto, podemos obter o caso em que ωk′ = ωk′′ por um método indireto. Podemos usar

o fato de que a probabilidade total é um, i.e,
∑

k′ Pk′k′′(t) = 1, tal que o caso em que

ωk′ = ωk′′ pode ser obtido através da subtração de todas as possibilidades, exceto o caso

de igualdade1.

Olhando para a equação (4.8), é notório a simetria dos termos desta, a menos de parâme-

tros constantes distintos. Assim, basta resolvermos uma das partes da equação. De tal

forma que podemos escrever o primeiro termo de (4.7), na seguinte forma

N∑
r=0

G(Ωr, t)

W ′(Ωr)(ω2
k′′ − Ω2

r)Ωr

=
1

πi

∮
C

G(z, t) dz

W (z)(ω2
k′′ − z2)z

. (4.9)

De onde concluímos que nosso trabalho é buscar a solução de

Iωk′′ =
1

πi

∮
C

G(z, t) dz

W (z)(ω2
k′′ − z2)z

. (4.10)

Mais uma vez, lembramos que no limite contínuo (R→∞),

W (z) =

 z2 + iπgz − ω2
0, se Im(z) > 0

z2 − iπgz − ω2
0, se Im(z) < 0.

Para investigarmos este problema, um bom contorno para (4.10) é o representado pela

Figura (2.1), tal que z = x + iε e z = x − iε com ε > 0, onde após fazermos os cálculos
1Em outras palavras, podemos fazer: Pk′k′(t) = 1−

∑
k′ 6=k′′ Pk′k′′(t).
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devemos tomar ε→ 0+.

Desta forma podemos reescrever (4.10), como

Iωk′′ =
1

πi

∫ ∞
0

G(x, t) dx
{ 1

[x2 + iπgx− ω2
0] [(x+ iε)2 − ω2

k′′ ] (x+ iε)
−

− 1

[x2 − iπgx− ω2
0] [(x− iε)2 − ω2

k′′ ] (x− iε)

}∣∣∣
ε→0+

, (4.11)

Usando um outro contorno, onde a função G(x, t) = e−ixt não apresente divergência no

limite em que t→∞, i.e, o contorno representado na Figura (2.2), ficamos com

Iωk′′ =
1

πi

∫ ∞
0

G(x, t) dx
1

[x2 + iπgx− ω2
0] [(x+ iε)2 − ω2

k′′ ] (x+ iε)

∣∣∣∣∣
ε→0+

. (4.12)

Assim, análogo a equação (2.55), façamos∫ ∞
0

w(z)dz =

∫
C

w(z)dz −
∫ 0

−∞
w(z)dz −

∫
CR

w(z)dz, (4.13)

onde a última integral, vai a zero a medida que R→∞. Nestas condições, nos restam as

duas outras contribuições. Em relação ao contorno C, usamos mais uma vez,∫
C

w(z)dz = −2πi
n∑
j=1

Re(zj), (4.14)

onde n indica todas as contribuições devido aos resíduos envolvidos, que neste caso são

três, cuja a soma resulta em∫
C

w(z)dz = −iπ

{[
e−i(κ−

iπg
2

)t

κ(κ− iπg
2

)[(κ− iπg
2

)2 − ω2
k′′ ]

]
+

+

[
e−iωk′′ t

(ω2
k′′ + iπgωk′′ − ω2

0)ω2
k′′

]
+

2

(ωk′′ω0)2

}
. (4.15)

Nos resta agora calcularmos a outra integral em (4.13) cujo resultado, após algumas sim-

plificações é∫ 0

−∞
w(z)dz =

∫ 0

−∞
dyeyt

[
1

(−y2 − πgy − ω2
0)(y2 + ω2

k′′)y
− 1

(−y2 + πgy − ω2
0)(y2 + ω2

k′′)y

]
,

(4.16)

ou ainda, se fizermos uma mudança de variável (y por − y), encontramos∫ 0

−∞
w(z)dz = −

∫ ∞
0

dy
2πge−yt

[(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2](y2 + ω2

k′′)
. (4.17)
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Juntando todas os resultados em (4.13) e substituindo em (4.10), finalmente encontramos

Iωk′′ = η2 ω3
k′′ωk′

(ω2
k′′ − ω2

k′)

{[
e−i(κ−

iπg
2

)t

κ(κ− iπg
2

)[(κ− iπg
2

)2 − ω2
k′′ ]

]
+

[
e−iωk′′ t

(ω2
k′′ + iπgωk′′ − ω2

0)ω2
k′′

]
+

+
2

(ωk′′ω0)2
+ 2ig

∫ ∞
0

dy
e−yt

[(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2](y2 + ω2

k′′)

}
. (4.18)

Como mencionado acima, este resultado é somente uma parte do que estamos calculando.

A outra parte por simetria, e seguindo a mesma resolução para (4.10), é dada por

Iωk′ = η2 ω3
k′ωk′′

(ω2
k′ − ω2

k′′)

{[
e−i(κ−

iπg
2

)t

κ(κ− iπg
2

)[(κ− iπg
2

)2 − ω2
k′ ]

]
+

[
e−iωk′ t

(ω2
k′ + iπgωk′ − ω2

0)ω2
k′

]
+

+
2

(ωk′ω0)2
+ 2ig

∫ ∞
0

dy
e−yt

[(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2](y2 + ω2

k′)

}
. (4.19)

Substituindo (4.19) e (4.18) em (4.6), encontramos

fk′k′′(t) = η2ωk′ωk′′

{
(1− iπg

2κ
)e−i(κ−

iπg
2

)t

[ω2
k′ − (κ− iπg

2
)2][ω2

k′′ − (κ− iπg
2

)2]
+

e−iωk′ t

[ω2
k′ − ω2

k′′ ][ω
2
k′ − ω2

0 + iπgωk′ ]
+

+
e−iωk′′ t

[ω2
k′′ − ω2

k′ ][ω
2
k′′ − ω2

0 + iπgωk′′ ]
+ 2iS(t)

}
, (4.20)

com κ > 0 e S(t), dada por

S(t) = g

∫ ∞
0

dy
y2e−yt

[(y2 + ω2
0)2 − π2g2y2](y2 + ω2

k′)(y
2 + ω2

k′′)
. (4.21)

Como foi mencionado anteriormente, fk′k(t), deve ser análogo a equação (4.20), e de fato

é, basta trocarmos (k′′ por k).

No apêndice D apresentamos um teste para mostrarmos a validade da equação (4.20) em

t = 0.

Note que a equação (4.4) escrita em termos dos resultados (4.5), (4.20) e seus análogos, a

menos de uma troca de índices, implica numa expressão extensa. E portanto, a probabi-

lidade associada a tal amplitude, para qualquer valor de tempo, implicaria numa equação

extremamente complicada. Além disso, sua análise torna-se de difícil acesso uma vez que

as funções `(t) e S(t) impossibilitam uma solução final exata. Uma forma de contornar

tais dificuldades é utilizarmos mais uma vez o limite de tempos longos, i.e, tomarmos

(t→∞) em cada termo da amplitude total. E assim, sob estas condições analisaremos a

probabilidade do processo. Faremos isso agora.



49

Denotamos por P 1k,1k′′
10,1k′

(t), a probabilidade associada a equação (4.4), que para qualquer

instante de tempo vale a forma

P
1k,1k′′
10,1k′

(t) = |fk′k′′(t)f0k(t)|2 + |fk′k(t)f0k′′(t)|2 + 2<{fk′k′′(t)f0kf
∗
k′k(t)f

∗
0k′′(t)}. (4.22)

O último termo de (4.22) representa duas vezes a parte real de {fk′k′′(t)f0kf
∗
k′k(t)f

∗
0k′′(t)}.

Agora, aplicando o limite de tempos longos, (t →∞), para cada termo de (4.22), encon-

tramos

lim
t→∞
|fk′k′′(t)f0k(t)|2 =

[
(η3ωkωk′ωk′′)

2

K(ωk)K(ωk′)K(ωk′′)(ω2
k′ − ω2

k′′)
2

]{
[K(ωk′) +K(ωk′′)] +

+α(ωk′ ,ωk′′ )
sin[(ωk′′ − ωk′)t]− β(ωk′ ,ωk′′ )

cos[(ωk′′ − ωk′)t]

}
, (4.23)

lim
t→∞
|fk′k(t)f0k′′(t)|2 =

[
(η3ωkωk′ωk′′)

2

K(ωk)K(ωk′)K(ωk′′)(ω2
k′ − ω2

k)
2

]{
[K(ωk′) +K(ωk)] +

+α(ωk,ωk′ )
sin[(ωk − ωk′)t]− β(ωk,ωk′ )

cos[(ωk − ωk′)t]

}
, (4.24)

e

lim
t→∞
<{fk′k′′(t)f0kf

∗
k′k(t)f

∗
0k′′(t)} =

[
(η3ωkωk′ωk′′)

2

K(ωk)K(ωk′)K(ωk′′)(ω2
k′′ − ω2

k′)(ω
2
k − ω2

k′)

]
×

{
α(ωk′′ ,ωk) sin[(ωk′′ − ωk)t] + β(ωk′′ ,ωk) cos[(ωk − ωk′′)t]+

+α(ωk′ ,ωk) sin[(ωk − ωk′)t] + α(ωk′′ ,ωk′ )
sin[(ωk′ − ωk′′)t]−

−β(ωk′′ ,ωk′ )
cos[(ωk′ − ωk′′)t]− β(ωk′ ,ωk) cos[(ωk − ωk′)t] +K(ωk′)

}
. (4.25)

Nas equações acima estamos introduzindo as seguintes quantidades

K(ωδ) = (ω2
δ − ω2

0)2 + π2g2ω2
δ ,

α(ωγ ,ωσ) = πg
[
ωγ(ω

2
σ − ω2

0)− ωσ(ω2
γ − ω2

0)
]
,

β(ωγ ,ωσ) = (ω2
γ − ω2

0)(ω2
σ − ω2

0) + π2g2ωγωσ,

com δ, γ e σ assumindo os possíveis valores para k, k′ ou k′′.

Substituindo as equações (4.23), (4.24) e (4.25) em (4.22), encontramos

lim
t→∞

P
1k,1k′′
10,1k′

(t) =

[
(η3ωkωk′ωk′′)

2

K(ωk)K(ωk′)K(ωk′′)(ω2
k′ − ω2

k′′)
2

]{
[K(ωk′) +K(ωk′′)] +
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+α(ωk′ ,ωk′′ )
sin[(ωk′′ − ωk′)t]− β(ωk′ ,ωk′′ )

cos[(ωk′′ − ωk′)t]

}
+

+

[
(η3ωkωk′ωk′′)

2

K(ωk)K(ωk′)K(ωk′′)(ω2
k′ − ω2

k)
2

]{
[K(ωk′) +K(ωk)] +

+α(ωk,ωk′ )
sin[(ωk − ωk′)t]− β(ωk,ωk′ )

cos[(ωk − ωk′)t]

}
+

+

[
2(η3ωkωk′ωk′′)

2

K(ωk)K(ωk′)K(ωk′′)(ω2
k′′ − ω2

k′)(ω
2
k − ω2

k′)

]{
α(ωk′′ ,ωk) sin[(ωk′′ − ωk)t]+

+β(ωk′′ ,ωk) cos[(ωk − ωk′′)t] + α(ωk′ ,ωk) sin[(ωk − ωk′)t]+

+α(ωk′′ ,ωk′ )
sin[(ωk′ − ωk′′)t]− β(ωk′′ ,ωk′ )

cos[(ωk′ − ωk′′)t]−

−β(ωk′ ,ωk) cos[(ωk − ωk′)t] +K(ωk′)

}
. (4.26)

Para compreendermos o comportamento associado a probabilidade acima para um instante

de tempo t qualquer, teríamos que considerar todos os termos inicialmente negligenciados

na equação (4.22) quando tomamos o limite de t→∞. No entanto, como já mencionado

anteriormente, a solução exata para este processo possui algumas complicações. Porém,

podemos analisar o comportamento de (4.26) para certos intervalos de frequências associ-

adas a transição. Assim como mencionado na subseção (2.1.3), vale a observação de que,

no limite contínuo, associarmos índices as frequências não faz mais sentido2. Desta forma,

para realizarmos tal análise devemos realizar uma integração nas frequências da seguinte

forma

Pω,ω
′′

ω0,ω′
= lim

t→∞

∫
dωdω′dω′′

{[
8g3(ωω′ω′′)2

K(ω)K(ω′)K(ω′′)(ω′2 − ω′′2)2

]{
[K(ω′) +K(ω′′)] +

+α(ω′,ω′′) sin[(ω′′ − ω′)t]− β(ω′,ω′′) cos[(ω′′ − ω′)t]

}
+

+

[
8g3(ωω′ω′′)2

K(ω)K(ω′)K(ω′′)(ω′2 − ω2)2

]{
[K(ω′) +K(ω)] +

+α(ω,ω′) sin[(ω − ω′)t]− β(ω,ω′) cos[(ω − ω′)t]

}
+

2Trocamos (ωk, ωk′ , ωk′′) por (ω, ω′, ω′′).
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+

[
16g3(ωω′ω′′)2

K(ω)K(ω′)K(ω′′)(ω′′2 − ω′2)(ω2 − ω′2)

]{
α(ω′′,ω) sin[(ω′′ − ω)t]+

+β(ω′′,ω) cos[(ω − ω′′)t] + α(ω′,ω) sin[(ω − ω′)t]+

+α(ω′′,ω′) sin[(ω′ − ω′′)t]− β(ω′′,ω′) cos[(ω′ − ω′′)t]−

−β(ω′,ω) cos[(ω − ω′)t] +K(ω′)

}}
. (4.27)

Aplicando o lema de Riemann-Lebesgue [48, 49], dado por∫
dωf(ω)e−iωt → 0, quando t→∞, (4.28)

na equação (4.27), encontramos:

Pω,ω
′′

ω0,ω′
= 8g3

∫
dωdω′dω′′

[
(ωω′ω′′)2

K(ω)K(ω′′)K(ω′′)[(ω′2 − ω′′2)(ω′2 − ω2)]2

]
×

{
[K(ω′) +K(ω′′)](ω′

2 − ω2)2 + [K(ω′) +K(ω)](ω′
2 − ω′′2)2+

+2K(ω′)(ω′
2 − ω′′2)(ω′

2 − ω2)

}
, (4.29)

escrevendo de outra forma, temos

Pω,ω
′′

ω0,ω′
=

∫
∆ω

dω

∫
∆ω′
dω′
∫

∆ω′′
dω′′

[
8g3(ωω′ω′′)2

K(ω)K(ω′)K(ω′′)

]{
K(ω′)

[
2ω′2 − (ω2 + ω′′2)

(ω′2 − ω′′2)(ω′2 − ω2)

]2

+

+
K(ω)

(
ω′2 − ω′′2

)2
+K(ω′′)

(
ω′2 − ω2

)2[
(ω′2 − ω′′2)(ω′2 − ω2)

]2
}
, (4.30)

incluímos o subscrito ∆ω, que representa um intervalo em torno de ω, assim como ∆ω′

e ∆ω′′, são intervalos em torno de ω′ e ω′′, respectivamente. Resolver exatamente (4.30)

torna-se de difícil acesso, no entanto sua solução numérica é perfeitamente possível. No-

temos que a equação (4.30) possui características de emissão estimulada, tais como: ser

diretamente proporcional a frequência do modo incidente.

Acreditamos que os resultados analisados neste capítulo possam ser úteis para contribuir

junto a alguns trabalhos recentemente desenvolvidos na literatura, tais como: descrições

de campos quânticos interagindo com cavidades ópticas [51, 52], emissões estimuladas por

um átomo excitado em guias de ondas [53], além do estudo da ressonância fluorescente

[46].



Conclusões e perspectivas

Neste trabalho tratamos o conceito de coordenadas e estados renormalizados. Com o

auxílio de um modelo aproximado para o estudo de acoplamento átomo-campo eletromag-

nético estudamos alguns processos de radiação, provenientes de uma aplicação direta do

formalismo, que sob certas condições, contorna as dificuldades apresentadas pela teoria

de perturbações que geralmente é utilizada para o estudo do problema. Diferenciando-se

da forma de resolver algumas passagens matemáticas, provenientes das tais amplitudes

de probabilidades, escolhemos como ferramenta uma técnica baseada no teorema dos re-

síduos, inicialmente introduzida em [10], que no limite contínuo, R→∞, torna possível a

solução de diversos processos físicos.

Como uma forma de contribuição para facilitar os métodos matemáticos empregados no

capítulo 2, introduzimos os operadores de criação e de aniquilação renormalizados no con-

texto de amplitudes de transições, que de maneira muito mais simples que o método poli-

nomial (na representação de coordenadas vestidas), possibilitou a reprodução dos mesmos

resultados já calculados anteriormente nos trabalhos precursores sobre o assunto. Como

ilustração da potencialidade desse formalismo, calculamos um novo processo físico de radi-

ação, o “espalhamento fóton-átomo” mais decaimento induzido. Concluímos com a análise

desta probabilidade de espalhamento mais decaimento induzido no limite de tempos lon-

gos (t→∞), de onde verificamos que a probabilidade obtida apresenta características de

emissão estimulada, como esperávamos.

Como possíveis perspectivas de trabalho dentro deste formalismo, mencionamos a ex-

tensão do mesmo para casos de acoplamentos não-lineares, tais como os mencionados,

por exemplo em [34, 37]. Munidos de uma nova técnica perturbativa, dentro dos mol-

des do formalismo com operadores de criação e de aniquilação renormalizados, espera-se

uma simplificação substancial para os cálculos dos termos da série perturbativa. Posteri-

52
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ormente, aplicando a técnica desenvolvida, será possível calcularmos as taxas de emissão

e absorção de um sistema físico modelado por uma Lagrangeana não-linear. De posse

destes resultados, podemos ainda interpretá-los baseando-se em dados experimentais de

sistemas atômicos, assim como feito no caso de acoplamento linear. Outra perspectiva é

usar o presente formalismo para o estudo do movimento Browniano, modelado pelo sis-

tema oscilador-campo escalar onde o oscilador faz o papel de uma partícula Browniana

e o campo representa um banho térmico [27]. No mesmo contexto, também seria inte-

ressante considerar o problema da decoerência em Mecânica Quântica [21]. Assim como,

buscarmos uma utilização do resultado da probabilidade de espalhamento “fóton-átomo”

em descrições de campos quânticos interagindo com cavidades ópticas [51, 52], emissões

estimuladas por um átomo excitado em guias de ondas [53], e por fim verificarmos o fenô-

meno da ressonância fluorescente dentro do contexto de coordenadas renormalizadas e

estados renormalizados, algo semelhante ao que foi feito em [46, 54].



Apêndice A

Lagrangeana para N osciladores

acoplados linearmente

Neste apêndice iremos apresentar de forma detalhada os cálculos relevantes para demons-

trarmos a Lagrangeana que modela nosso sistema, definida pela equação (1.17).

A.1 Demonstração para a Lagrangeana (1.17)

Como vimos no capítulo 1, a solução para as equações de Euler-Lagrange provenientes da

Lagrangeana (1.1) é o conjunto de equações acopladas dadas pelas equações (1.2) e (1.3).

Sabemos que ∂µ = (∂t, ~∇) e ∂µ = (∂t,−~∇). Tal que, se substituirmos estes operadores

diferenciais e a forma decomposta de φ(~x, t), equação (1.5), encontramos

L = L0 +
1

2

∫
d3~x

[(
∂t+ ~∇

)( N∑
k=1

qk(t)uk(~x)

)(
∂t− ~∇

)( N∑
j=1

qj(t)uj(~x)

)
+

+2π
√
g

N∑
k=1

qk(t)uk(~x)δ(~x)

]
, (A.1)

onde estamos definindo L0, como

L0 =
1

2
(p2

0 − ω2
0q

2
0).

Tal que, após algumas manipulações simples, encontramos

L = L0 +
1

2

∫
d3~x

[
N∑

k,j=1

(
q̇k(t)q̇j(t)uk(~x)uj(~x)− q̇k(t)uk(~x)qj(t)~∇uj(~x)+

+q̇j(t)uj(~x)qk(t)~∇uk(~x)− qk(t)qj(t)~∇uk(~x)~∇uj(~x)
)]

+

54
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+2π
√
gq0(t)

∫
d3~x

N∑
k=1

qk(t)uk(~x)δ(~x), (A.2)

ou ainda,

L = L0 +
1

2

∫
d3~x

[
N∑

k,j=1

q̇k(t)q̇j(t)uk(~x)uj(~x)−
N∑

k,j=1

qk(t)qj(t)~∇uk(~x)~∇uj(~x)

]
+

+2π
√
gq0(t)

∫
d3~x

N∑
k=1

qk(t)uk(~x)δ(~x), (A.3)

onde fizemos uma mudança simples nos índices dos termos

N∑
k,j=1

(
q̇k(t)uk(~x)qj(t)~∇uj(~x)− q̇j(t)uj(~x)qk(t)~∇uk(~x)

)
= 0,

que claramente resulta na anulação dos mesmos. Agora, consideremos o termo∫
d3~x~∇uk(~x)~∇uj(~x) = ~∇uj(~x)uk(~x)

∣∣∣∣∣
R︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫
d3~xuk(~x)~∇(~∇uj(~x)),

onde realizamos uma integração por partes e aplicamos a condição de fronteira para campo

φ(~x, t), indicada pela equação (1.4). Assim, substituindo estes resultados na Lagrangeana,

temos

L = L0 +
1

2

N∑
k,j=1

[
q̇k(t)q̇j(t)

∫
d3~xuk(~x)uj(~x) + qk(t)qj(t)

∫
d3~xuk(~x)~∇2uj(~x)

]
+

+2π
√
gq0(t)

∫
d3~x

N∑
k=1

qk(t)uk(~x)δ(~x). (A.4)

Por fim, considerando a equação (1.8), e que a parte espacial do campo seja definida como

uma base ortonormal, ou seja, ∫
d3~xuk(~x)uj(~x) = δkj

encontramos,

L =
1

2
q̇0

2 − ω0
2

2
q0

2 +
1

2

N∑
k=1

q̇k
2 − 1

2

N∑
k=1

ωk
2qk

2 + 2πq0(t)
√
g

N∑
k=1

qk(t)uk(0), (A.5)

que com o uso da equação (1.12), finalmente chegamos a equação (1.17), completando

nossa demonstração.



Apêndice B

Diagonalização da Hamiltoniana

B.1 Cálculo para a diagonalização da Hamiltoniana (1.29)

Antes de iniciarmos o processo de diagonalização, devemos mostrar as exigências impostas

as transformações para que as equações (1.30) e (1.31) estejam de acordo com a proposta

dos eixos principais. Basicamente, devemos exigir que∑
µ

tµrtµs = δrs
∑
r

tµrtνr = δµν .

Desta forma, substituindo

q̂µ = tµrQ̂r p̂µ = tµrP̂r,

na Hamiltoniana abaixo

Ĥ =
1

2

[
p̂2

0 + ω2
0 q̂

2
0 +

N∑
k=1

(
p̂2
k + q̂2

kω
2
k

)
− 2

N∑
k=1

ηωkq̂0q̂k

]
+

1

2

N∑
k=1

η2q̂2
0,

temos1

Ĥ =
1

2

∑
µ,r,s

(
tµrtµsP̂rP̂s + ω2

µtµrtµsQ̂rQ̂s

)
−
∑
k,r,s

ηωkt0rtksQ̂rQ̂s +
∑
k,r,s

η2t0rt0sQ̂rQ̂s, (B.1)

ou ainda,

Ĥ =
1

2

∑
r,s

(
δrsP̂rP̂s +

∑
µ

ω2
µtµrtµsQ̂rQ̂s

)
−
∑
k,r,s

ηωkt0rtksQ̂rQ̂s +
∑
k,r,s

η2t0rt0sQ̂rQ̂s, (B.2)

que com o uso da propriedade da δrs, somada em s, temos

Ĥ =
1

2

∑
r

P̂ 2
r +

1

2

∑
r,s

[∑
µ

ω2
µtµrtµs − 2

∑
k

(
ηωkt0rtks −

1

2
η2t0rt0s

)]
Q̂rQ̂s. (B.3)

1Estamos abreviando a notação nos termos do tipo,
∑

k,r,s ≡
∑

k

∑
r

∑
s.
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Nossa intenção é mostrarmos que as transformações são capaz de gerar uma Hamiltoniana

na forma,

Ĥ =
1

2

∑
r

(
P̂ 2
r + Ω2

rQ̂
2
r

)
, (B.4)

logo, com uma comparação entre as equações (B.3) e (B.4), munidos da seguinte relação,∑
µ

∑
k

[ηωk (t0rδµk + δ0µtkr)] tµs = 2
∑
k

ηωkt0rtks

e que sempre podemos escrever t0rtks = tkrt0s, encontramos a seguinte igualdade∑
µ

{
ω2
µtµr −

∑
k

[
ηωk (t0rδµk + δ0µtkr)− η2tµrδ0µ

]}
tµs = Ω2

rδrs, (B.5)

e lembrando que
∑

µ tµrtµs = δrs, encontramos{
ω2
µtµr −

∑
k

[
ηωk (t0rδµk + δ0µtkr)− η2tµrδ0µ

]}
= Ω2

rtµr. (B.6)

Além, de encontrarmos as componentes de tµν , também como consequência da diagonali-

zação, podemos encontrar a relação entre as frequências das partes do sistema. Para fins

de organização, vamos mudar k → k′, e definirmos µ = 0 na equação (B.6), logo

ω2
0t0r −

∑
k′

[
ηωk′ (t0rδ0k′ + δ00tk′r)− η2t0rδ00

]
= Ω2

rt0r, (B.7)

mas como os k′ só assumem valores k′ = 1, 2, 3, · · · , N , temos δ0k′ = 0, encontramos(
ω2

0 − Ω2
r +

∑
k′

η2

)
t0r =

∑
k′

ηωk′tk′r. (B.8)

Agora, em (B.6), substituímos µ = k, de tal forma que chegamos a

ω2
ktkr −

∑
k′

[
ηωk′ (t0rδkk′ + δ0ktk′r)− η2tkrδ0k

]
= Ω2

rtkr, (B.9)

que com o uso de propriedades das δ′s, chegamos a

tkr =
ηωk

(ω2
k − Ω2

r)
t0r. (B.10)

E mais uma vez, sem perda de generalidade, fazemos k′ → k, temos de (B.8),

∑
k

ηωktkr =

(
ω2

0 − Ω2
r +

∑
k

η2t0r

)
. (B.11)

Além, de (B.10) e (B.11), sabemos que
∑N

µ=0(tµr)
2 = 1, de onde obtemos

(t0r)
2 = 1−

N∑
k=1

(tkr)
2. (B.12)
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Assim, temos como obter uma expressão que relacione os Ωr com os ωµ = (ω0, ωk) e a

constante de acoplamento g por meio de η. Logo, se substituirmos (B.10) em (B.12),

encontramos

t0r =

[
1 +

N∑
k=1

η2ω2
k

(ω2
k − Ω2

r)
2

]− 1
2

. (B.13)

Agora, podemos utilizar (B.13) e (B.10), e substituirmos em (B.11), encontramos

η2

N∑
k=1

ω2
k

(ω2
k − Ω2

r)
= ω2

0 − Ω2
r +

N∑
k=1

η2. (B.14)

Na equação acima, ficam esclarecidos os argumentos a respeito do termo adicionado na

Hamiltoniana (1.21), que evitam as divergências quando tomamos o limite de N → ∞.

Basta reescrevermos o lado esquerdo da equação (B.14), na forma

η2

N∑
k=1

[
1 +

Ω2
r

(ω2
k − Ω2

r)

]
= η2

N∑
k=1

ω2
k

(ω2
k − Ω2

r)
, (B.15)

logo, substituindo em (B.14), temos

N∑
k=1

η2

︸ ︷︷ ︸
termo divergente

+η2

N∑
k=1

Ω2
r

(ω2
k − Ω2

r)
= ω2

0 − Ω2
r +

N∑
k=1

η2

︸ ︷︷ ︸
termo divergente

(B.16)

que resulta finalmente em

η2

N∑
k=1

Ω2
r

(ω2
k − Ω2

r)
= ω2

0 − Ω2
r, (B.17)

que não apresenta problemas de divergência, como mencionamos na seção 1.3.



Apêndice C

Amplitude de permanência do oscilador

(átomo) em seu primeiro estado

excitado

C.1 Calculando os resíduos

Estamos interessados em demonstrar a validade da equação (2.32). Uma vez feito isso,

estamos demonstrando a validade do método dos resíduos no limite contínuo. Como men-

cionado no capítulo 2, este resultado matemático está intimamente ligado a possibilidade

de não haver evolução temporal no processo que designamos por permanência do átomo

em seu primeiro estado excitado. Basta utilizarmos a equação (2.31), com t = 0. Tal que,

ficamos com

h(z) =
2gz2

(z2 − ω2
0)2 + π2g2z2

, (C.1)

onde os polos podem ser verificados com o auxílio de

(z2 − iπgz − ω2
0)(z2 + iπgz − ω2

0) = 0, (C.2)

tal que identificamos

z1 = i
πg

2
+ κ z4 = −iπg

2
− κ

z3 = −iπg
2

+ κ z2 = i
πg

2
− κ,

com κ =
√
ω2

0 −
π2g2

4
. Usando o contorno representado pela Figura C.1, que identificaremos

por Γ, e a paridade da equação (2.32), podemos escrever

2g

∫ ∞
0

x2dx

(x2 − ω2
0)2 + π2g2x2

= g

∫ ∞
−∞

x2dx

(x2 − ω2
0)2 + π2g2x2

, (C.3)
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que com o auxílio do teorema de Cauchy, encontramos

g

∫ ∞
−∞

x2dx

(x2 − ω2
0)2 + π2g2x2

=

∮
Γ

h(z)dz = 2πi
∑
α

Re(zα), (C.4)

onde os Re(zα) são os resíduos provenientes do polos de h(z). Mencionamos que a integral

em CR, pelo lema de Jordan, é identicamente nula, no limite em que R → ∞. Portanto,

ficamos com

f00(0) = 2πi
∑
α

Re(zα). (C.5)

Os resultados provenientes de cada resíduo são:

R1 =
iπg + 2κ

4κ
, R2 = −(iπg + 2κ)

4κ
e R3 = R4 = 0. (C.6)

E, finalmente, substituindo os resíduos mencionados em (C.6) na equação (C.5), encon-

tramos

f00(0) =
1

4κ
(iπg + 2κ− iπg + 2κ) =

4κ

4κ
= 1, (C.7)

como queríamos demonstrar. Mostrando que, se não houver evolução no sistema, a pro-

babilidade do átomo permanecer em seu primeiro estado excitado é exatamente igual a

1.

Figura C.1: Contorno Γ de integração da equação (C.3).



Apêndice D

Teste de validade para a amplitude de

espalhamento

D.1 Amplitude de espalhamento em t = 0

Em fk′k′′(t) com t = 0, esperamos que o resultado seja identicamente nulo, desde que

ωk′ 6= ωk′′ , ou seja, se não houver “espalhamento” a chance do modo do campo se alterar

é identicamente nula.

Podemos começar pela equação

fk′k′′(0) = Iωk′′ (0) + Iωk′ (0), (D.1)

cuja as partes Iωk′ (t = 0) e Iωk′′ (t = 0), podem ser escritas na forma

Iωk′ (t = 0) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

dx

[
1

(x2 + igπx− ω2
0)[(x+ iε)2 − ω2

k′ ](x+ iε)
−

− 1

(x2 − igπx− ω2
0)[(x− iε)2 − ω2

k′ ](x− iε)

]
, (D.2)

sendo Iωk′′ (t = 0) exatamente da forma de Iωk′ (t = 0), substituindo ωk′ por ωk′′ , esta

simetria possibilita a resolução de apenas umas destas partes, escolhemos o da equação

(D.2), cujo contorno utilizado é representado na Figura C.1. O uso do teorema de Cauchy

neste caso, resulta em

Iωk′ (t = 0) = −

(
η2ω3

k′ωk′′

ω2
k′ − ω2

k′′

)[
8

(4κ2 + g2π2)ω2
k′

]
, (D.3)

e consequentemente, em

Iωk′′ (t = 0) =

(
η2ω3

k′′ωk′

ω2
k′ − ω2

k′′

)[
8

(4κ2 + g2π2)ω2
k′′

]
, (D.4)
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cuja substituição em (D.1), resulta

fk′k′′(0) = 0 com ωk′ 6= ωk′′ , (D.5)

que é exatamente o resultado esperado para este tipo de processo em t = 0.
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