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RESUMO 

 

Estruturas submersas no escoamento de fluidos, por exemplo, correntes de vento ou 

correntes oceânicas, estão sujeitas às Forças Induzidas pelo Escoamento (F.I.E.) e às 

Vibrações Induzidas pelo Escoamento (V.I.E.). Tais vibrações podem ser de pequena ou 

de grande amplitude, assim como as preocupações sobre a segurança da estrutura sob 

efeito de tal fenômeno podem ser leve ou grave. Estas estruturas submersas vibram sob 

certa velocidade de um fluido, devido ao desprendimento de vórtices. O presente trabalho 

direciona os estudos em problemas relacionados à Vibração Induzida por Vórtices 

(V.I.V.) devido ao desprendimento de vórtices a partir de uma estrutura cilíndrica. Sob 

certas condições pode ocorrer o lock-in, fenômeno identificado quando a frequência de 

desprendimento de vórtices sincroniza-se com a frequência natural do corpo. Há poucos 

estudos na literatura caracterizando os modos de desprendimento e a esteira viscosa 

formada à jusante de um cilindro circular vibrando com dois graus de liberdade; este fato 

caracteriza o objetivo deste estudo. Na presente metodologia, uma versão puramente 

Lagrangeana do Método de Vórtices Discretos (M.V.D.) é utilizada para simular 

numericamente o escoamento de um fluido viscoso em torno de um cilindro circular 

isolado e oscilando forçadamente com até dois graus de liberdade. Um valor elevado para 

o número de Reynolds 510Re  , baseado na velocidade do escoamento incidente e no 

diâmetro do cilindro, é assumido para todas as simulações realizadas. O comportamento 

do sistema dinâmico acoplado pela interação fluido-estrutura é analisado para investigar 

o fenômeno de atrelagem síncrona, bem como modos de sincronização e de competição 

na formação de vórtices para um cilindro oscilando nessas condições. 

Palavras-chave: Interação fluido-estrutura; Vibração induzida por vórtices; Vibração 

forçada; Dois graus de liberdade; Carregamentos fluidodinâmicos; Descrição 

Lagrangeana.



 

 

 

ABSTRACT 

 

Structures submerged in a fluid flow, for example, wind or ocean currents, are subject to 

Flow-Induced Forces (F.I.F) and Flow-Induced Vibrations (F.I.V.). Such vibrations may 

have small or large amplitude, as well as the concerns about the structural safety under 

such phenomenon may be mild or severe. The submerged structures vibrate under certain 

flow velocity due to turbulence and vortex shedding. The present study focuses on 

problems related to vortex induced vibration (V.I.V.) due to vortex shedding in 

cylindrical structures. Under certain conditions the lock-in phenomenon may occur when 

the frequency of vortex shedding synchronizes with the natural frequency of the body. 

There are few studies in the literature concerning the oscillating cylinders in two degrees 

of freedom; this fact characterizes the objective of this study. In the present methodology, 

a purely Lagrangian Discrete Vortex Method (D.V.M.) is used to simulate the viscous 

flow around an isolated circular cylinder forced to vibrate up to two degrees of freedom. 

A high Reynolds number, based on the free-flow velocity and the cylinder diameter, is 

maintained at 510Re   for all simulations. The behavior of the coupled structure-flow 

system is analyzed in order to investigate the phenomena of synchronous coupling or 

lock-in, as well as synchronization and competition modes in the vortex wake for a 

cylinder oscillating under these conditions.   

Keywords: Fluid-structure interaction, Vortex-induced vibration, Forced vibration, Two 

degrees of freedom, Fluid-dynamic loads, Lagrangian description. 
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Capítulo 1  

 

INTRODUÇÃO 

1.1 Vibrações Induzidas pelo Escoamento 

O fenômeno chamado de Vibrações Induzidas pelo Escoamento (V.I.E.) se manifesta 

principalmente quando uma estrutura da engenharia fica exposta a passagem de um 

escoamento, que interage com a estrutura e provoca vibrações transversais e paralelas em 

relação à direção do próprio escoamento. Um caso particular de vibração é identificado 

quando a força fluidodinâmica responsável pela vibração se origina da distribuição de 

pressão ao redor da superfície do corpo devido à geração e desprendimento de estruturas 

vorticosas contrarrotativas (comumente chamadas de vórtices). Este caso particular é 

conhecido como Vibrações Induzidas por Vórtices (V.I.V.) e está presente, por exemplo, 

nos risers e nos dutos submarinos da indústria do petróleo, nos trocadores de calor do tipo 

casco e tubos, nos cabos de torre de transmissão de eletricidade, etc. 

O fenômeno de V.I.E. ainda não está completamente entendido, permanecendo um 

campo estimulante de pesquisa experimental e numérica. As estruturas fluidodinâmicas, 

do ponto de vista da mecânica de fluidos, podem ser classificadas em duas categorias: 

estruturas esbeltas e estruturas rombudas (onde ocorre separação da camada limite). No 

caso das estruturas rombudas, o desprendimento de vórtices, formando a esteira do corpo, 

produz forças transversais periódicas no corpo. O desprendimento periódico de vórtices 

na esteira dá origem à circulação periódica em torno do corpo e, portanto, a uma força de 

sustentação periódica, onde sua magnitude é proporcional à força de desprendimento dos 

vórtices. À medida que a frequência da força de sustentação periódica se aproxima de 
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uma frequência de vibração natural da estrutura, vibrações substanciais podem ocorrer. 

O mapeamento detalhado do campo do escoamento na esteira próxima ao corpo é de 

importância primordial para a estimativa da frequência de emissão de vórtices; o 

levantamento da história temporal das cargas fluidodinâmicas é, muitas vezes, bastante 

elucidativo. No cenário das simulações computacionais, notam-se variados estudos de 

V.I.V. sobre um cilindro circular com vibração transversal (do inglês, cross-flow (CF)). 

Os principais motivos para poucas considerações de casos com vibrações do corpo na 

mesma direção do escoamento (do inglês, in-line (IL)) são a falta de testes com 

combinação de resposta de escoamentos CF e IL e a presunção de que a resposta do 

escoamento CF contribui muito mais para a fadiga do que o escoamento IL (GE et al., 

2009). Alguns códigos comerciais usados na engenharia offshore, como SHEAR7, 

VIVANA e VIVA, são desenvolvidos para dimensionar estruturas submetidas à V.I.V.. 

No entanto, tais códigos computacionais assumem resposta dinâmica restrita a um 

número limitado de amplitudes e de frequências de vibração e consideram apenas 

vibração transversal (CHAPLIN et al, 2005). Baarholm et al. (2006) mostrou que os 

danos por fadiga devido a efeitos de vibrações in-line podem se tornar significativos para 

cilindros longos na presença de vãos. 

Neste trabalho analisa-se numericamente o escoamento bidimensional e 

incompressível de um fluido Newtoniano com propriedades termodinâmicas constantes 

ao redor de um cilindro circular isolado e que vibra forçadamente com até dois graus de 

liberdade utilizando o Método de Vórtices Discretos (M.V.D.); este é um dos problemas 

clássicos da dinâmica dos fluidos devido à presença das estruturas cilíndricas em diversas 

aplicações de engenharia (BEARMAN, 1984 e BLEVINS, 1990). Embora a simples 

compreensão dos fenômenos envolvidos no escoamento ao redor de um cilindro circular 

não resulte em aplicações diretas à engenharia, há o grande desafio de se entender os 

aspectos fundamentais da interação dinâmica entre o fluido e esta estrutura. O 

entendimento destes aspectos essenciais de interação fluido-estrutura ajuda a contribuir 

para o desenvolvimento das mais diversas áreas da engenharia. Quando a frequência de 

emissão de vórtices sincroniza com a frequência de vibração da estrutura, o escoamento 

apresenta forte componente bidimensional (BEARMAN, 2011). É importante notar que 

os resultados obtidos são bastante restritos dada a complexidade do fenômeno de V.I.V.. 

Os modelos aqui analisados tratam V.I.V. de cilindros rígidos forçados a oscilar sob 

hipótese de escoamento bidimensional e com até dois graus de liberdade, ou seja, 
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oscilações forçadas na direção longitudinal e na direção transversal ao escoamento 

incidente. Espera-se que a discussão de casos mais simples possa servir de preparação 

para uma posterior análise de modelos mais abrangentes e aplicáveis na prática. 

No campo da interação fluido-estrutura (FSI – Fluid Structure Interaction) e da 

engenharia offshore, as Vibrações Induzidas por Vórtices têm sido um tópico altamente 

pesquisado nas últimas décadas. Tanto as vibrações estruturais como a ressonância 

acústica têm sido associadas ao desprendimento de vórtices em estruturas cilíndricas (EID 

& ZIADA, 2011 e McCLURE & YARUSEVYCH, 2016). Vibrações caracterizadas pelo 

desprendimento de vórtices podem ocorrer numa ampla gama de estruturas. Na indústria 

do petróleo, por exemplo, as estruturas oceânicas afetadas pelo desprendimento de 

vórtices incluem risers de perfuração, spar buoys, linhas de amarração e dutos 

submarinos. O zumbido nos cabos de transmissão de eletricidades e nos fios telefônicos 

pode ser atribuído ao desprendimento de vórtices, assim como eventuais rupturas em 

trocadores de calor. Portanto, o desprendimento de vórtices em corpos rombudos imersos 

em uma corrente incidente é caracterizado por forças instáveis exercidas pelo fluido sobre 

o corpo. O fenômeno de V.I.V. ocorre quando a frequência de oscilação do corpo e a 

frequência de desprendimento de estruturas vorticosas se sincronizam, mecanismo 

conhecido como lock-in. A análise física e a predição de V.I.V. motivaram uma série de 

estudos, como os realizados por Bearman (1984), Sarpkaya (2004), Williamson & 

Govardhan (2004), Hirata et al. (2008), Païdoussis et al. (2010) e Cagnay & Balabani 

(2014). 

Bearman (2009) mostrou que quando a vibração livre acontece, pequenos aumentos 

na velocidade do escoamento uniforme podem causar variações grandes na amplitude de 

oscilação do cilindro circular, muito possivelmente, acompanhada por mudanças no 

regime de formação de vórtices. Saltos inesperados acompanhados de variações bruscas 

nos parâmetros de controle da vibração dificultam as investigações experimentais para 

vibração em base elástica, o que não acontece com vibração forçada. No entanto, um 

grande número de ciclos de oscilação do corpo tem que ser cumprido, quando a este se 

impõe movimento de vibração forçada; este fato implica, também, em simulações 

numéricas com elevados tempos de processamento. 

As vibrações em base elástica podem ser caracterizadas por um cilindro rígido 

montado elasticamente, seja nas duas extremidades ou em apenas uma tendo a outra 
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extremidade livre. Ao aplicar a análise dimensional em cilindros rígidos montados 

elasticamente, existem variáveis importantes a serem consideradas como a massa 

estrutural por unidade de comprimento, m, amortecimento e rigidez. As vibrações 

forçadas podem ser caracterizadas por um cilindro circular que sofre a ação de forças 

externas como, por exemplo, forças harmônicas.  As variáveis importantes a serem 

consideradas são a frequência de excitação, a amplitude da força de excitação e o ângulo 

de fase medido em relação ao referencial de tempo. 

1.2 Motivação da Pesquisa 

A maior motivação desta pesquisa é analisar o regime de formação de vórtices e o 

fenômeno de V.I.V. no âmbito de estruturas oceânicas. Com o aumento mundial da 

demanda por energia, a procura de recursos energéticos é parcialmente voltada ao oceano, 

principalmente em água profundas (profundidade a partir de 1500 metros considerada da 

lâmina da água). No Golfo do México, por exemplo, sabe-se que existem mais de 3.400 

poços em águas profundas. Existe, também, uma tendência de exploração de petróleo 

offshore no Mediterrâneo e na costa da África Oriental depois de uma série de enormes 

descobertas de gás natural (KRAUSS & BRODER, 2012). No Brasil, a Petrobras é 

pioneira na tecnologia de exploração em águas profundas. Nestas condições, as estruturas 

oceânicas operantes evidenciam problemas de vibração, pois os risers e cabos 

extremamente longos têm uma variedade de modos de vibração, sendo suscetíveis a 

excitações em uma ampla faixa de amplitudes e de frequências. 

Existem novos conceitos para o projeto de risers e tubulações offshore apresentados 

nos últimos anos. O pipeline flutuante é uma nova tecnologia para transferir fluidos e 

gases sob o oceano (FRYRILEIV et. al, 2013). De modo geral, o duto submerso está 

flutuando em alguma profundidade do oceano com algumas amarrações ou preso ao 

fundo do mar (KRUIJT, 2003 e PAULSEN et. al, 2000). Além disso, o pipeline pode ser 

usado para conectar duas estruturas flutuantes (veja na Figura 1.1). 
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Figura 1.1: Duto flutuante submerso entre duas estruturas flutuantes. (WANG e 

YANG, 2016) 

Em comparação com as tubulações tradicionais, que são colocadas ou enterradas no 

fundo do mar, o duto flutuante submerso é considerado uma solução mais útil para a 

engenharia offshore. Não é necessário fazer intervenções no fundo do mar, já que o 

oleoduto não possui contato direto com o mesmo (na presença de vãos). À medida que o 

oleoduto flutuante submerso está localizado a certa profundidade abaixo da superfície do 

mar, as forças das ondas também podem ser ignoradas. As principais preocupações são 

devidas às forças atuantes e aos vórtices gerados devido à passagem de correntes 

marinhas. Os risers podem ter um aspecto de razão do comprimento pelo diâmetro 

excedendo a ordem de 310 , ou seja, tais estruturas são susceptíveis a uma variedade de 

modos de vibração relacionado a V.I.V., sendo este fenômeno responsável por eventuais 

problemas de fadiga (FEI et al., 2009). 

A análise da resposta dinâmica não linear para uma estrutura cilíndrica é uma tarefa 

vital para sua segurança, sendo o estudo de V.I.V. importante para análise de fadiga, 

fenômeno que pode causar ruptura e sérios danos ao componente. Logo, os fenômenos da 

hidrodinâmica não linear, tais como, formação de camada limite, separação da camada 

limite e transição para a turbulência na esteira e na camada limite do corpo, devem ser 

compreendidos pelos pesquisadores. No processo de desprendimento de estruturas 

vorticosas contrarrotativas há a definição da frequência de emissão dos pares 
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contrarrotativos de vórtices, que na forma adimensional, é definido pelo número de 

Strouhal.  

Um riser, por exemplo, na prática apresenta pelo menos dois graus de liberdade 

relevantes ao efeito de V.I.V. e o escoamento apresenta efeitos tridimensionais menos 

relevantes. Na dinâmica dos fluidos, as V.I.V. são movimentos induzidos em corpos que 

interagem com o escoamento de um fluido externo, produzidos pelas irregularidades 

periódicas nesse escoamento. Um exemplo clássico é V.I.V. em um cilindro subaquático. 

A frequência natural da estrutura depende das propriedades mecânicas do material, de seu 

comprimento, condições de contorno e sua massa, incluindo efeitos da interação fluido-

estrutura. 

No caso de sincronização entre a frequência de desprendimento de vórtices e a 

frequência natural da estrutura, a estrutura entra em ressonância e fica sujeita a oscilações 

transversais (verticais), ocorrendo o fenômeno conhecido como lock-in. O lock-in se 

caracteriza pela modificação tanto da frequência natural de vibração, devido à variação 

da massa adicional, quanto pela modificação da frequência de desprendimento de 

vórtices, que é influenciada pela vibração da estrutura. O duto pode ainda entrar em 

ressonância no sentido longitudinal, quando a frequência natural do duto nesta direção se 

aproximar do dobro da frequência de desprendimento de vórtices. 

A velocidade reduzida é um parâmetro utilizado na literatura especializada para 

associar as condições ambientais com o comportamento estrutural do duto. Nenhuma 

tentativa de se incluir o efeito de onda, que teria uma contribuição na velocidade final do 

perfil de velocidades, principalmente em dutos localizados em águas rasas, é apresentada 

neste trabalho. Desta forma, a velocidade reduzida é definida por: 

(1.1) 

onde oscf  é a frequência de oscilação forçada imposta para um dado modo de vibração da 

estrutura, U  é a velocidade da corrente incidente e d  é o diâmetro externo do duto. 

As primeiras pesquisas sobre V.I.V. se concentraram principalmente em oscilações 

transversais (cross-flow) de cilindros circulares para se determinar as respostas dinâmicas 

de forças e momentos, como pode-se observar no trabalho realizado por Parkinson 

(1974). As Vibrações Induzidas por Vórtices através da oscilação transversal de um 

df

U
V

osc

R 
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cilindro montado elasticamente, excitado através do desprendimento de vórtices, é muito 

grande em comparação com as oscilações longitudinais (in-line), ou seja, na mesma 

direção do escoamento. Na prática, uma estrutura cilíndrica vibra com mais de um grau 

de liberdade, se tornando aparente a necessidade da compreensão física de V.I.V. com 

dois graus de liberdade. 

 Considerando-se que uma estrutura cilíndrica longa é semelhante a uma viga sob 

tensão, esta possui um conjunto contável de frequências e modos naturais nas direções 

longitudinal e transversal ao escoamento. A força de excitação em linha (força de arrasto) 

devido ao desprendimento de vórtices, tem um período igual à metade do período da força 

de excitação transversal (força de sustentação), uma vez que o desprendimento de vórtices 

ocorre sempre à jusante do cilindro. 

Em geral, a ressonância dupla exige uma frequência natural transversal nyf  igual ou 

muito próxima da frequência de desprendimento de vórtices, CLf , e a frequência natural 

longitudinal, nxf , duas vezes maior que CLf . Estas estruturas em águas rasas apresentam 

características próximas de uma viga, sendo a condição prevalente 1nynx ff . Em alta 

profundidade, no entanto, a ressonância destas estruturas longas é quase inevitável, pois 

o número de modos aumenta e a estrutura possui características de uma corda. Deste 

modo, é importante fazer uma investigação paramétrica dos valores nynx ff em 

determinada faixa. 

Este trabalho, portanto, se baseia no estudo do regime de formação de vórtices a 

partir de um cilindro de seção circular isolado e que oscila forçadamente em três 

situações: na mesma direção do escoamento incidente (vibração forçada in-line), na 

direção transversal (vibração forçada cross-flow) e em ambas as direções ao mesmo 

tempo. Um alto valor de Reynolds, isto é, 
510Re  , é adotado. Para tal, deve-se numa 

primeira etapa compreender a física do mecanismo de formação de vórtices, que ocorre 

na esteira próxima de um cilindro circular isolado e estacionário através de curvas dos 

coeficientes de arrasto, de sustentação e de pressão. A comparação dos resultados 

numéricos obtidos com resultados experimentais disponíveis na literatura (BLEVINS, 

1984) para 
510Re   e a identificação dos erros numéricos, que podem ser associados à 

ausência dos efeitos tridimensionais nas simulações numéricas, se torna importante. 
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A compreensão e caracterização do regime de formação de vórtices são essenciais 

para projetos de engenharia. Segundo Narendran et al. (2015), existe uma necessidade 

contínua de compreender a magnitude das oscilações de pico e da relação força-fase 

possíveis em todas as condições de esforços. 

1.3 Objetivos deste Trabalho 

Este trabalho desenvolve um código numérico computacional utilizando o Método 

dos Vórtices Discretos (M.V.D.) e possui os seguintes objetivos: 

A) Explicar fisicamente o mecanismo de formação de vórtices à jusante de um 

cilindro isolado e estacionário através da história temporal dos coeficientes de 

arrasto, sustentação e pressão. Visualizar os fenômenos de formação e de 

desprendimento das estruturas vorticosas na esteira próxima ao corpo para 

auxiliar o entendimento dos resultados gráficos. Comparar os resultados obtidos 

no trabalho com resultados experimentais realizados por Blevins (1984) para um 

mesmo 510Re   e identificação de possíveis erros numéricos associados à 

ausência de efeitos tridimensionais nas simulações numéricas. 

B) Obter resultados numéricos para a resposta dinâmica de um cilindro circular 

isolado oscilando forçadamente na mesma direção do escoamento incidente. Os 

parâmetros impostos ao movimento harmônico do cilindro circular são: 

amplitude de oscilação ( 13,0dAX , sendo d o diâmetro do cilindro) e 

velocidade reduzida 1,67 ≤ RxV  ≤ 25. Nos casos analisados foram verificadas a 

ocorrência do fenômeno de ressonância (frequência de desprendimento de 

vórtices sincronizado com a frequência natural da estrutura) e a formação dos 

modos de desprendimento de vórtices correspondentes. Todas as análises foram 

realizadas com um alto número de Reynolds, isto é 
510Re  . Estes resultados 

são utilizados para entender previamente o conceito de V.I.V. sobre a estrutura 

de seção circular oscilando forçadamente com um grau de liberdade, assim como 

aferir e validar os resultados obtidos numericamente com os trabalhos realizados 

por Ongoren & Rockwell (1988) e Silva Siqueira (2011). 

C) Obter resultados numéricos para a resposta dinâmica de um cilindro circular 

isolado oscilando forçadamente na direção transversal ao escoamento incidente. 
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Os parâmetros impostos ao movimento harmônico do cilindro circular são: 

amplitude de oscilação ( 13,0dAY , sendo d o diâmetro do cilindro) e 

velocidade reduzida 1,67 ≤ 
RyV  ≤ 25. 

D) Obter resultados numéricos para a resposta dinâmica de um cilindro circular 

isolado oscilando forçadamente tanto na mesma direção como transversalmente 

ao escoamento incidente. Os parâmetros impostos ao movimento harmônico do 

cilindro circular com dois graus de liberdade são: amplitude de oscilação em x e 

em y ( 13,0 dAdA YX ) e velocidade reduzida 1,67 ≤ 
RV  ≤ 25. Nestes 

resultados são identificados os casos que permanecem com a ocorrência do 

fenômeno de ressonância, e os modos de desprendimento de vórtices 

correspondentes. Estes casos são analisados comparando-os aos casos em que a 

oscilação ocorre apenas na direção incidente ao escoamento para, desta forma, 

evidenciar a influência da implicação de oscilações forçadas no corpo 

transversalmente ao escoamento incidente.  Todas as análises foram realizadas 

com 510Re   e manteve-se a mesma velocidade reduzida em x ( RxV ) e em y        

(
RyV ) nos diversos casos estudados.  São impostas quatro novas situações para 

analisar a influência da variação da velocidade reduzida e a variação da amplitude 

em casos já rodados, tanto na direção longitudinal quanto na direção transversal. 

Os parâmetros impostos nestes casos são: 

Situação 1: 40,0 RyRx VV , 13,0dAY  e 6,004,0  XA . 

Situação 2: 34,0 RyRx VV , 13,0dAX  e 6,004,0  YA . 

                 40,0 RyRx VV , 13,0dAX  e 6,004,0  YA . 

Situação 3: 13,0 dAdA YX , 40,0RyV  e 1,67 ≤ RxV  ≤ 25.  

Situação 4: 13,0 dAdA YX , 34,0RxV  e 1,67 ≤ 
RyV  ≤ 25.  

          13,0 dAdA YX , 40,0RxV  e 1,67 ≤ 
RyV  ≤ 25. 

 

E) Analisar as potencialidades da metodologia desenvolvida para a aplicação em 

trabalhos futuros. 
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1.4 Metodologia 

Neste trabalho são estudados numericamente os regimes de formação de vórtices 

para a condição do corpo vibrando forçadamente com até dois graus de liberdade. A 

técnica numérica utilizada é o Método de Vórtices Discretos (M.V.D.), um método 

puramente Lagrangeano. Este método tem como característica a discretização do campo 

de vorticidades presente no domínio fluido usando uma nuvem de vórtices discretos de 

Lamb (PANTON, 1984). A vorticidade é gerada a partir da superfície do corpo de 

maneira que o conjunto de vórtices discretos nascentes satisfaça as condições de 

escorregamento-nulo e de conservação global da circulação. Dentre as vantagens do 

M.V.D., torna-se desnecessário a criação de malha de discretização da região fluida, o 

escoamento é descrito apenas nas regiões de interesse, ou seja, regiões com presença de 

vorticidade (dentro da camada limite e esteira do corpo), e o método não exige definição 

explícita das condições de contorno a grandes distâncias do corpo. Uma dificuldade da 

simulação numérica sobre uma superfície de seção circular é associada ao fato de se 

desconhecer o ponto de separação da camada limite, que pode variar durante a simulação 

numérica. Sendo assim, é necessário simular os processos de geração e de transporte de 

vorticidade sobre toda a superfície do corpo, ou seja, o desenvolvimento da camada 

limite.   

Cada vórtice discreto é analisado individualmente durante toda sua trajetória para 

satisfazer a Equação do Transporte da Vorticidade (E.T.V.) na forma bidimensional. 

Desta maneira, os vórtices discretos são submetidos aos processos de convecção e de 

difusão da vorticidade (para os problemas bidimensionais os efeitos de deformação dos 

tubos de vorticidade não se fazem presentes). Na solução do problema puramente 

convectivo identifica-se uma das principais características do M.V.D., o campo de 

velocidades do escoamento deve ser calculado apenas nas posições onde se encontram os 

vórtices discretos, sendo esta velocidade a própria velocidade induzida no fluido. O 

cálculo do campo de velocidades sobre os vórtices discretos é composto pelas 

contribuições do escoamento incidente, da fronteira sólida (cilindro circular, neste caso) 

e da nuvem de vórtices discretos. O cálculo da contribuição da nuvem de vórtices 

discretos (do inglês, vortex-vortex interaction) é o responsável pelo consumo do maior 

tempo de processamento durante a simulação numérica. O contador do número de 

operações realizadas por um único processador é proporcional ao quadrado do número 
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total de vórtices discretos, quando se utiliza a Lei de Biot-Savart.  O cálculo da velocidade 

induzida pelo corpo é determinado utilizando-se o Método dos Painéis (KATZ & 

PLOTKIN, 1991). Este método possibilita discretizar a superfície de um corpo de forma 

qualquer e conhecida em segmentos planos ou curvos e a subsequente distribuição de 

singularidades sobre elas. A distribuição de singularidades garante a condição de 

contorno sobre os pontos de controle dos painéis. Neste trabalho, fontes com densidade 

uniforme são utilizadas para satisfazer as condições de impenetrabilidade e a conservação 

de massa. Os efeitos da viscosidade são impostos na solução do problema puramente 

difusivo utilizando uma técnica probabilística via Método do Avanço Randômico 

(LEWIS, 1991), ou seja, o movimento dos vórtices discretos é inspirado na ideia do 

movimento browniano (EINSTEIN, 1956). 

Uma superfície plana localizada a grandes distâncias do corpo possui um sistema de 

coordenadas fixo para a inclusão dos efeitos de vibração forçada sobre o corpo. A posição 

da superfície plana não interfere no cálculo do campo de velocidades.  

O cálculo das cargas fluidodinâmicas é baseado na formulação integral apresentada 

por Shintani & Akamatsu (1994), que considera a contribuição de todos os vórtices 

discretos presentes na esteira. 

1.5 Estrutura da Dissertação 

O Capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica sobre a hidrodinâmica envolvida 

no escoamento de um fluido ao redor de um cilindro circular, a influência do número de 

Reynolds no escoamento, o desprendimento de vórtices e as vibrações induzidas por 

vórtices. Este capítulo aborda detalhadamente o problema de desprendimento de vórtices 

e menciona estudos envolvendo efeitos de vibração com um grau de liberdade e com dois 

graus de liberdade de um cilindro circular. 

O Capítulo 3 apresenta a formulação matemática do escoamento de um fluido viscoso 

ao redor de um corpo oscilante incluindo-se as hipóteses simplificadoras, as equações 

governantes, as condições de contorno e a adimensionalização do problema. 

O Capítulo 4 descreve a implementação do M.V.D., incluindo-se a apresentação do 

algoritmo desenvolvido e comentários sobre os principais parâmetros utilizados na 

simulação numérica.  
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No Capítulo 5 estão apresentados os principais resultados das simulações numéricas, 

todos acompanhados das discussões associadas a cada caso analisado. 

O Capítulo 6 contém as conclusões mais importantes sobre o trabalho e as sugestões 

para trabalhos futuros. 

As referências bibliográficas utilizadas para a preparação deste trabalho se encontram 

listadas no final deste texto. 

No Apêndice A está apresentada a construção do modelo do vórtice discreto de Lamb 

para o cálculo da velocidade induzida pela nuvem de vórtices discretos. O objetivo é 

mostrar que o modelo de vórtice de Lamb é a solução da parte difusiva da E.T.V.. 

No Apêndice B apresenta-se a estrutura do programa computacional TWO-

DEGREES-OF-FREEDOMFOR desenvolvido em linguagem de programação 

FORTRAN. 
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Capítulo 2  

 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2.1 Introdução 

Neste capítulo é apresentada uma revisão bibliográfica sobre conceitos básicos de 

desprendimento de vórtices e Vibrações Induzidas por Vórtices. Descrevem-se resultados 

de pesquisas importantes relacionados ao tema a fim de ilustrar os parâmetros relevantes 

associados a V.I.V. em cilindros de seção circular. Simplificações utilizadas na análise 

de V.I.V. são mostradas, assim como os parâmetros adimensionais para modelar e 

dimensionar adequadamente os carregamentos fluidodinâmicos atuantes. O problema de 

V.I.V. na direção transversal, na mesma direção e em ambas as direções em relação ao 

escoamento incidente sobre um cilindro circular é revisado. 

2.2 Formação dos Vórtices 

O conceito da separação da camada limite sobre um corpo imerso em um escoamento 

está relacionado com a formação de vórtices. Esta separação ocorre em função da 

distribuição de pressão na camada limite. Para ilustrar tal fenômeno observa-se a Figura 

(2.1), onde tem-se um escoamento direcionado para a direita. 
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Figura 2.1: Representação da camada limite hidrodinâmica e dos vetores unitários 

sobre um ponto da superfície do corpo. (Adaptado de INCROPERA, 2003) 

Devido à variação da espessura da camada limite, a velocidade na camada limite 

varia e acelera as partículas de fluido entre os pontos D e E, e desacelera entre os pontos 

E e F (Figura 2.2). Quando se inicia o escoamento sobre a superfície de um cilindro 

circular, o movimento de uma partícula fluida é influenciado pelo aumento da quantidade 

de movimento, e permanece assim enquanto a camada limite é estreita. 

 Fora da camada limite ocorre uma transformação da energia de pressão em energia 

cinética entre D e E, e o reverso ocorre entre E e F. 

 

Figura 2.2: Separação da camada limite e formação de vórtices em um cilindro 

(SCHLICHTING, 1979) 

A partícula fluida na proximidade da parede e dentro da camada limite, continua sob 

a influência do campo de pressão externo, pois a pressão externa é imposta na camada 

limite. 
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  Devido às forças de atrito presentes na camada limite, a partícula fluida perde 

parte de sua quantidade de movimento no trajeto de D até E, impossibilitando de superar 

o aumento de pressão entre E e F. Sendo assim, ela é eventualmente levada ao repouso e, 

pela combinação dos efeitos viscosos, se move numa direção oposta ao escoamento. 

Neste movimento reverso se origina um vórtice, o qual crescerá de tamanho e deverá 

separar-se do corpo, movendo-se a jusante no escoamento. 

 A formação de vórtices muda completamente o campo do escoamento na região 

próxima do corpo e a distribuição de pressão sobre a superfície do corpo, quando 

comparada com a de um escoamento potencial (Figura 2.3). 

 

Figura 2.3: Distribuição de pressão em um cilindro circular 

Fonte: Schlichting, 1979 

2.3 Desprendimento de Vórtices em Corpos Rombudos 

Estacionários 

É possível descrever o fenômeno de formação de vórtices e de separação da camada 

limite sem introduzir aspectos dimensionais do escoamento, entretanto para o 

entendimento do desenvolvimento da esteira de vórtices é necessário introduzir alguns 

conceitos básicos (RIBEIRO, 2002). 

O número adimensional que descreve a relação entre as forças de inércia e viscosas 

presentes em um escoamento é o número de Reynolds,  UbUb Re , onde  é a 

massa específica do fluido,  é o coeficiente de viscosidade dinâmica,  é o coeficiente 
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de viscosidade cinemática, b é um comprimento representativo e U uma velocidade 

representativa do escoamento. 

Sobre determinados valores de Re, a camada limite se desprende da superfície do 

cilindro devido ao gradiente de pressão imposto pelo escoamento próximo ao cilindro 

(Figura 2.4).  

 

Figura 2.4: Esquema da separação da C.L (Adaptado de SUMER 2006).  

O mecanismo proposto por Gerrard (1966), mesmo sem levar em conta efeitos 

tridimensionais, tem como sustentação física a interação entre duas camadas cisalhantes 

com vórtices de sinais opostos formadas ao redor do corpo, a partir da separação da 

camada limite hidrodinâmica. A passagem de uma corrente uniforme nas imediações de 

um corpo rombudo provoca sobre a superfície deste corpo a formação de uma camada 

limite, que vai se descolar do corpo em um determinado ponto. Este ponto é denominado 

ponto de descolamento da camada limite. Como descrito na Seção 2.2, a separação da 

camada limite acontece quando o escoamento através do corpo encontra uma região de 

gradiente desfavorável associado à ação dos efeitos viscosos. Neste ponto sobre a 

superfície do corpo, as partículas fluidas perdem quantidade de movimento e pode haver 

tanto a anulação da velocidade quanto a inversão do sentido do escoamento. A partir daí 

são originadas as duas camadas cisalhantes com vorticidades de sinais opostos, que 

enrolam em torno delas mesmas, formando os vórtices da esteira. Estas duas camadas 

cisalhantes se comportam como um sistema instável na presença de perturbações. A 

mecânica do processo de formação dos vórtices a partir das duas camadas cisalhantes 

pode ser entendida acompanhando-se a Figura (2.5). Em primeiro lugar, o vórtice B 

cresce a partir da camada cisalhante, onde está ligado, e ganha circulação. Quando a 

intensidade deste vórtice atinge determinado valor, ele atrai a camada cisalhante presente 

no lado oposto do corpo e a circulação de sinal oposto tende a:  



  17 

a) Fundir-se com o vórtice B que está se formando no lado oposto da esteira 

diminuindo a intensidade deste vórtice; 

b) Cortar a alimentação do vórtice B liberando-a para a formação da esteira 

viscosa;  

c) Voltar na direção da região próxima ao corpo e iniciar a formação de um novo 

vórtice C.  

Este mecanismo acontece de maneira dinâmica. 

 

 

Figura 2.5: Formação e desprendimento de vórtices alternados contrarrotativos no 

escoamento a jusante do cilindro. 

Quando um corpo rombudo, tal como um cilindro circular, é colocado sobre um 

corrente uniforme de fluido, de modo que o escoamento é essencialmente bidimensional, 

o fluido é forçado a desviar-se de seu trajeto reto uniforme, movendo-se em torno do 

cilindro.  

Pela Figura (2.6) observa-se que os regimes de escoamento, de desprendimento de 

vórtices e de formação de esteira variam com o número de Reynolds. O problema 

estudado neste trabalho utiliza, para todas as simulações, um número de Reynolds de 

5101Re  . Portanto, os casos estão inseridos no regime subcrítico. 

O problema do desprendimento de vórtices não se limita a cilindros circulares, mas 

pode existir para qualquer corpo rombudo. Tais corpos possuem pressão positiva ou 

negativa no lado a jusante do corpo. Um gradiente de pressão negativo no lado a montante 

do corpo força o fluido a aderir ao corpo. No lado de trás do corpo, existe uma região com 
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gradiente de pressão adverso que força o fluido a se descolar do corpo, resultando em 

separação; assim formam-se os vórtices. No caso do cilindro circular isolado e 

estacionário, observa-se um padrão regular de desprendimento de vórtices com o tempo. 

Padrão de Esteira Característica do Escoamento Faixa do número de Reynolds 

 

Sem separação. 

Creeping flow. 
5Re   

 

Um par fixo de vórtices 

simétricos. 
40Re5   

 

Esteira de vórtices laminar. 200Re40   

 

Transição para turbulência na 

esteira. 
300Re200   

 

Esteira completamente 

turbulenta. 

A: Separação da camada limite 

Laminar. 

5103Re300   

Subcrítico 

 

A: Separação da camada limite 

Laminar. 

B: Separação da camada limite 

turbulenta; mas camada limite 

laminar 

55 105,3Re103   

Crítico (Transição inferior) 

 

B: Separação da camada limite 

turbulenta; camada limite 

parcialmente laminar e 

parcialmente turbulenta 

65 105,1Re105,3   

Supercrítico 

 

C: Camada limite 

completamente turbulenta em 

um lado 

65 105,4Re105,1   

Crítico (Transição superior) 

 

C: Camada limite 

completamente turbulenta nos 

dois lados 

Re105,4 6   

Transcrítico 

Figura 2.6: Regimes de escoamento sobre um cilindro circular liso em escoamento 

uniforme (adaptado de SUMER 2006) 
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2.3.1 Esteira de von Kármán e número de Strouhal 

O padrão periódico de desprendimento de vórtices atrás de um cilindro estacionário 

na presença de um escoamento incidente é chamado esteira de vórtices de von Kármán. 

A Figura (2.7) mostra um exemplo da esteira de vórtices de Kármán. A esteira é 

caracterizada pelo desprendimento alternado de vórtices com rotação. O parâmetro 

adimensional característico para este tipo de escoamento é chamado de número de 

Strouhal (St) e está definido abaixo, onde Sf  é a frequência de desprendimento de 

vórtices na esteira, d é o diâmetro do cilindro e U é a velocidade do escoamento incidente. 

(2.1) 

O número de Strouhal demonstrou experimentalmente ser uma função do número de 

Reynolds com base no diâmetro do cilindro. Para uma ampla região de número de 

Reynolds subcrítico, entretanto, o número de Strouhal permanece relativamente 

constante, com um valor de 0,2 para um cilindro circular (SCHEWE, 1983 e BLEVINS, 

1990). As frequências de desprendimento de vórtices e dos coeficientes das forças 

fluidodinâmicas se relacionam, sendo que para o desprendimento de um par de vórtices 

alternados, percorre-se um período da curva do coeficiente de sustentação ( LC ) e dois 

períodos da curva do coeficiente de arrasto ( DC ) (SUMER, 2006). 

 

Figura 2.7: Esteira de Von Kármán para Re=100.000. 

2.3.2 Efeitos da proximidade do chão 

Neste trabalho utiliza-se uma superfície plana para a localização do sistema de 

coordenadas fixo, necessário para a imposição da vibração forçada sobre o corpo. No 

entanto, o efeito solo não interfere nos resultados numéricos obtidos. De uma maneira 

geral, o campo de velocidades sobre um cilindro circular próximo ao chão é influenciado 

não só pelo número de Reynolds, mas também pela distância entre o corpo e o chão, ming

(BIMBATO et al., 2011). Os efeitos fundamentais da influência do chão foram 

U

df
St S



  20 

observados por Taneda (1965), Roshko et al. (1975), Bearman & Zdravkovich (1978), 

Lei et al. (2000) e Bimbato et al. (2011). 

Quando um cilindro se encontra próximo ao chão (parede plana), mudanças ocorrem 

sobre o escoamento ao redor do corpo (SUMER, 2006), tais como: 

• Supressão do desprendimento de vórtices para pequenos valores da razão de 

distâncias ou gap-ratio ( dgmin ), sendo d o diâmetro do cilindro. 

• O ponto de estagnação se move para uma posição angular menor, conforme Figura 

(2.8). 

• A posição do ponto de separação da camada limite muda conforme se aproxima 

da parede. O ponto de separação do lado do escoamento livre move-se a jusante 

enquanto o ponto de separação do lado do chão move-se a montante. 

 

Figura 2.8: Escoamento em a) um cilindro livre, b) cilindro próximo ao chão. E: 

ponto de estagnação (adaptada de SUMER 2006) 

Para o presente trabalho, a presença do chão (neste caso distante do corpo) é 

considerada na formulação matemática, sendo possível analisar a influência desta 

interferência em trabalhos futuros. Utiliza-se, para o presente trabalho, uma razão de 

espaçamento alta, ou seja, 1000min dg . Sendo assim, o efeito solo é menosprezado em 
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todos os resultados. Segundo Bimbato (2012), para  1000min dg , pode-se negligenciar 

a influência da parede sobre os valores das cargas fluidodinâmicas e nos regimes de 

desprendimentos de vórtices. 

2.3.3 Vibração induzida por vórtices 

A frequência natural de um cilindro circular flexível ou montado elasticamente pode 

ser excitada por desprendimento de vórtices. Quando a frequência de desprendimento de 

vórtices é próxima da frequência natural do cilindro, pode ocorrer movimentos de grandes 

amplitudes do mesmo. Tais movimentos são chamados de Vibrações Induzidas por 

Vórtices (V.I.V.) e são causados pela interação da estrutura do cilindro com os vórtices 

desprendidos na esteira próxima ao corpo. O desprendimento de vórtices em um cilindro 

oscilante é semelhante ao desprendimento em um cilindro estacionário, onde os vórtices 

ou turbilhão de vórtices se desprendem próximo à frequência de Strouhal. 

Segundo Dalton (2013) existem dois tipos de V.I.V., sendo: 

• Oscilações auto-excitadas – este tipo de V.I.V. ocorre naturalmente, ou seja, 

a frequência de desprendimento de vórtices e a frequência natural são as 

mesmas. Designa-se este tipo de V.I.V. como sendo Vibrações Induzidas por 

Vórtices. 

• Oscilações forçadas – ocorrem para velocidades e amplitudes que são 

impostas e controladas independente da velocidade do fluido.  Pode-se 

designar este tipo de V.I.V. como sendo Vórtices Induzidos por Vibrações. 

 O presente trabalho analisa oscilações forçadas sobre um cilindro circular com até 

dois graus de liberdades. As V.I.V. são um subconjunto de instabilidades mecânicas de 

fluidos chamadas Vibrações Induzidas pelo Escoamento (V.I.E.). O termo V.I.V. refere-

se geralmente a vibrações que são estáveis e auto limitantes, resultantes de 

desprendimento de vórtices em grande escala. A natureza de autolimitação das V.I.V. é 

causada por um equilíbrio entre as forças de excitação e de amortecimento do fluido 

(VANDIVER & CHUNG, 1989). As V.I.V. diferem de oscilações instáveis, como o 

galope torcional (do inglês, galloping), que pode ser causado por assimetria geométrica 

de estruturas.  
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Oscilações instáveis normalmente resultam em cargas extremas em uma estrutura 

podendo causar sua ruptura, quando excede as propriedades de resistência do material. 

Em contrapartida, as V.I.V. são tipicamente de amplitude moderada, resultando em 

oscilações que não são grandes o suficiente para causar esta ruptura prematura, mas em 

grandes ciclos de oscilação podem resultar na fadiga do material. O principal problema 

de estruturas sofrendo V.I.V. é falha por fadiga. A fadiga do material está relacionada 

com as tensões impostas e diretamente relacionada com as forças exercidas sobre o corpo, 

por isso é desejável prever as forças atuantes devido aos efeitos de V.I.V.. As estruturas 

oceânicas são tipicamente construídas para durar mais de 20 anos e a vida de fadiga dessas 

estruturas se torna muito importante na definição dos critérios de projeto. 

O problema de V.I.V. é tipicamente associado a longas estruturas que são 

caracterizadas por um grande número de frequências naturais. Nas aplicações de 

engenharia offshore, uma estrutura flutuante, como uma plataforma de petróleo, deve ser 

conectada ao fundo do oceano através de estruturas cilíndricas longas como os risers de 

perfuração, linhas de amarração, etc. As linhas de amarração podem ser muito longas e 

esbeltas, tornando-as suscetíveis aos efeitos de V.I.V.. Além das estruturas na superfície 

oceânica, as estruturas submarinas podem ser afetadas por V.I.V.. Milhares de 

quilômetros de tubulações, condutos e cabos existem no fundo do oceano para transportar 

recursos naturais, fiação e transmissão de dados através do fundo do oceano. Algumas 

destas longas estruturas são suscetíveis a vibrações causadas pelas correntes oceânicas. 

As vibrações dessas estruturas são complexas devido ao elevado número de modos 

naturais estruturais e variações de correntes oceânicas. Para melhor compreender o 

problema e as causas de V.I.V., é desejável simplificar o problema em questão. 

Uma simplificação para estudar o escoamento em torno de um corpo longo e delgado 

é analisar a situação de uma pequena seção do corpo. Visualizando esta pequena parte de 

um cilindro circular, a corrente aparece como uma corrente de fluido livre e com 

velocidade constante. Esta simplificação permite analisar a mecânica dos fluidos como 

se o escoamento se desenvolvesse em duas dimensões. Embora esta seja uma 

simplificação relevante de um conduto marítimo, ela permite a compreensão dos 

mecanismos básicos que conduzem a forças observadas em risers. 
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No caso de um cilindro circular oscilando forçadamente, é definido o parâmetro 

adicional de velocidade reduzida para descrever a dinâmica dos fluidos de um escoamento 

incidente uniforme sobre este corpo. Como já apresentado na Seção 1.2, a velocidade 

reduzida é definida por: 

(2.2) 

onde U é a velocidade do escoamento incidente uniforme, oscf  é a frequência de 

oscilação forçada imposta ao corpo e d  é o diâmetro do cilindro circular. Pode-se 

correlacionar o regime de formação de vórtices demonstrado na Figura (2.6) com RV , 

assim como realizado por Williamson (1985) e Sarpkaya (1986). 

Roshko (1961) demonstrou que, com o aumento da velocidade reduzida, as linhas de 

corrente começam a oscilar à jusante do cilindro circular. A pressão na parte frontal 

aumenta e ocorre um atrito adicional devido a tais instabilidades. 

Lienhard (1966) observou que, para altos valores do número de Reynolds, ocorre a 

separação da camada limite, sendo formada primeiramente uma camada limite laminar 

que, conforme aumenta-se o valor de Re, se transforma em uma camada limite turbulenta. 

Achenbach & Heinecke (1981) abordaram uma relação entre os números de 

Reynolds e Strouhal, discutindo a influência do número de Strouhal sobre a frequência 

de desprendimento de vórtices. Como abordado na Seção 2.3.1. , o número de Strouhal 

(St) é um número adimensional que descreve a frequência de emissão de vórtices. Altos 

valores de St (ordem de 1) indicam escoamento dominado pela viscosidade. No presente 

trabalho, o escoamento assume um valor de Reynolds alto e se caracteriza pelo 

desprendimento de vórtices. 

Williamson & Roshko (1988) estudaram experimentalmente os padrões da esteira de 

vórtices para um cilindro circular isolado e oscilando forçadamente na direção transversal 

em uma ampla faixa de amplitudes ( dA  até em torno de 5,0) e comprimento de onda (

d  até em torno de 15,0). Eles definiram padrões de regimes de formação de vórtices e 

as respectivas terminologias para cada modo visualizado. Os padrões periódicos de 

desprendimento de vórtices se compõem de vórtices singulares (S) e pares de vórtices 

(P), sendo que se pode encontrar padrões de 2S, 2P e P+S. Veja a Seção 2.4.1. 

df

U
V

osc
R 



  24 

Ongoren & Rockwell (1988) estudaram experimentalmente os padrões da esteira de 

vórtices para um cilindro circular oscilando forçadamente na direção longitudinal (in-

line). Definiram modos de formação de vórtices periódicos com relação ao ângulo de 

ataque do escoamento incidente. Os diferentes modos são representados por estruturas 

básicas de vórtices definidos como simétricos (S) e antissimétricos (A). Define-se o 

conceito do modo de competição, que é determinado pela presença de dois ou mais 

padrões de desprendimento de vórtices na esteira próxima ao corpo. Veja a Seção 2.4.2. 

Szepessy & Bearman (1992) estudaram a influência do coeficiente de sustentação 

para diferentes razões de comprimento e diâmetro ( dL ) de um cilindro circular sobre 

diferentes números de Reynolds. Observou-se que os efeitos surgidos nas extremidades 

não possuem tanta influência no campo de escoamento para estruturas com 7,6dL  . 

A Figura (2.9) esquematiza efeitos da interação fluido-estrutura quando ocorre 

V.I.V.. Mesmo sem o cilindro circular vibrar, ainda existe a ação de forças dependentes 

do tempo (segmento superior e da esquerda apenas). Quando o cilindro circular oscila 

forçadamente, os quatro segmentos são envolvidos para descrever a resposta do corpo 

oscilante. 

Quando vórtices se desprendem na esteira de um cilindro circular, a frequência de 

emissão correspondente às oscilações na força de sustentação é exatamente igual à 

frequência de desprendimento de vórtices. Isso é esperado quando um vórtice ou grupo 

de vórtices se desprende de um lado do cilindro apenas uma vez por ciclo e um vórtice 

ou grupo de vórtices se desprende no outro lado do cilindro uma vez por ciclo. Na direção 

da força de arrasto, no entanto, todos os vórtices são desprendidos a jusante. Portanto, a 

força de arrasto associada ao desprendimento de vórtices ocorre com o dobro da 

frequência da força de sustentação, uma vez que ambos os vórtices são desprendidos no 

mesmo lado do cilindro na direção da força de arrasto. Quando a frequência de 

desprendimento dos vórtices está próxima da frequência natural do cilindro, as respostas 

dos movimentos resultantes destas forças oscilantes mostram grandes movimentos 

transversais (perpendiculares à direção do escoamento), da ordem de um diâmetro do 

cilindro. As vibrações in-line (na mesma direção do escoamento incidente) não são tão 

grandes como os movimentos do escoamento e são tipicamente inferiores a 0,5 vezes o 

diâmetro. Por esta razão, muitos estudos experimentais têm experiências simplificadas 
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considerando apenas as vibrações transversais da estrutura. Estudos como de Sarpkaya 

(2004) e Williamson & Govardhan (2004) podem ser citados como referência. 

 

 

Figura 2.9: Interação entre fluido e estrutura. Adaptado de Dalton (2010) 

Muitos pesquisadores se detiveram em abordar uma previsão de V.I.V. através de 

imposições de oscilações forçadas, testando cilindros circulares submetidos a oscilações 

sinusoidais forçadas ou controladas por um escoamento incidente. Bishop & Hassan 

(1964), Sarpkaya (1978), Staubli (1983), Gopalkrishnan (1993), Thompson et al. (1996), 

Hover et al.(1998) e Carberry et al. (2001, 2004, 2005) são trabalhos que analisam os 

regimes de escoamento e as forças fluidodinâmicas atuantes sobre um cilindro circular 

em diversas frequências. 

Em regime de sincronização (do inglês, lock-in) um cilindro circular é excitado por 

desprendimento de vórtices; este sofre efeito de vibração induzida por vórtices. As forças 

fluidodinâmicas atuantes sobre o corpo, no entanto, são influenciadas pelo movimento 

resultante do cilindro. Através deste mecanismo iterativo, a interação fluido-estrutura 

atinge um equilíbrio dinâmico através do alinhamento entre escoamento e o movimento 

da estrutura. A formação dos vórtices é causada por uma instabilidade do escoamento na 

região da esteira próxima ao corpo. Como resultado, o desprendimento de vórtices é 

desencadeado por pequenas perturbações no escoamento e a excitação da estrutura é 
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inevitável. O mecanismo de interação fluido-estrutura se intensifica à medida que a 

frequência do desprendimento de vórtices se aproxima da frequência natural da estrutura. 

Esta sincronização pode ocorrer pois em determinados parâmetros relacionados à 

oscilação do cilindro circular, a frequência de desprendimento de vórtices arrasta-se para 

a frequência de oscilação da estrutura, evidenciando o lock-in. 

Pesquisas mais recentes e direcionadas a V.I.V. in-line, V.I.V. cross-flow e nas duas 

direções são apresentadas nas próximas Seções a seguir. 

2.4 Vibrações com um Grau de Liberdade 

O escoamento em torno de um cilindro circular estacionário tem sido estudado por 

um grande número de pesquisadores com preocupação focada no fenômeno do 

desprendimento de vórtices e suas consequências para a estrutura. Descrições gerais dos 

problemas associados ao escoamento de fluido através de cilindros circulares e as 

propriedades deste problema fundamental são discutidas por Sumer et al. (2006), Norberg 

(1987) e Zdravkovich (2003).  

Em problemas envolvendo efeitos de V.I.V. com um grau de liberdade, o cilindro 

circular é passível de oscilar em apenas uma direção. As linhas de pesquisa nesta área se 

concentram em duas frentes, oscilação na direção transversal, cross-flow e oscilação na 

direção longitudinal, in-line. A primeira aborda o regime de formação de vórtices em um 

cilindro oscilando transversalmente à direção do escoamento incidente, ou seja, na 

direção onde atua a força de sustentação, sendo que, na literatura, Paidoussis et al. (2010) 

abordam amplamente a interação fluido-estrutura nesta condição. A segunda frente estuda 

o caso de oscilação unicamente na mesma direção do escoamento incidente, onde atua a 

força de arrasto. Estudos de V.I.V. exclusivamente na direção in-line se tornaram de 

interesse principalmente após o acidente do reator “Monju” no Japão há duas décadas, 

causado por intensas vibrações desta natureza. 

Estudos experimentais existem para caracterizar V.I.V. devido ao grande número de 

aplicações de engenharia, que sofrem com este fenômeno. Por outro lado, há, também, 

estudos realizados através de testes com modelos de simulação numérica. Experimentos 

têm incidido sobre sistemas autoexcitados, ou livre de vibrações, onde se permite ao 

cilindro oscilar exclusivamente devido à excitação do escoamento, e vibrações forçadas, 
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onde os movimentos do cilindro são forçados mecanicamente e observam-se as forças 

resultantes do fluido. Esta Seção se concentra principalmente nos estudos de vibrações 

forçadas que são fundamentais para o problema das V.I.V. aplicado a estruturas 

oceânicas. 

Autores como Sarpkaya (1979, 2004), Bearman (1984, 2011) e Williamson & 

Govardhan (2004,2008) referem-se a muitos experimentos de vibrações forçadas e as 

respostas das cargas fluidodinâmicas. 

Ao aplicar análise dimensional a cilindros montados elasticamente, existem 

importantes variáveis a considerar como massa estrutural / unidade de comprimento, m, 

amortecimento e rigidez. Estes podem ser incorporados nos seguintes parâmetros: 

• Razão de massa (
*m ): relação entre a massa estrutural e a massa de fluido 

deslocado. 

•  : fração de amortecimento crítico. 

• RV : velocidade reduzida. 

• nf : frequência natural da estrutura na ausência de qualquer fluido. 

Segundo Bearman (2011), uma visão considerável da resposta de V.I.V. pode ser 

obtida a partir de uma análise de Parkinson (1974). Este autor considerou um sistema de 

massa, mola e amortecimento conduzido pela força do fluido resultante do 

desprendimento de vórtices. Aplicando isso às oscilações transversais, Parkinson (1974) 

fez dois pressupostos importantes, sendo o primeiro que a força e a resposta são 

sinusoidais com a mesma frequência, oscf , e, em segundo lugar, que a força do fluido 

controla a resposta por um ângulo de fase constante,  . Quando estas soluções são 

assumidas e inseridas na equação para um cilindro flexível, seguem-se as relações de 

amplitude e frequência de vibração: 
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(2.3) 

(2.4) 

 

onde yA  é a amplitude de vibração transversal e CLA  é a amplitude do coeficiente da 

força fluida na transversal.  

Pelos pressupostos subjacentes às Equações (2.3) e (2.4), verifica-se que V.I.V. pode 

ser igualmente analisado forçando um cilindro a oscilar em movimento sinusoidal 

(BLEVINS, 2011). Os parâmetros que precisam ser controlados em um estudo de 

vibração forçada para obter CLA  e CLF , por exemplo, são a razão de amplitude, dAy  e a 

velocidade reduzida, RV , definida através da frequência do movimento forçado. 

Experimentos que analisaram a vibração forçada transversal foram realizados por vários 

investigadores, incluindo-se Bishop & Hassan (1964), Sarpkaya (1978), Staubli (1983) e 

Hover et al. (1998). Além disso, uma série de estudos numéricos simularam o movimento 

forçado. No entanto, não se conhece a priori, precisamente, quais intervalos de razão de 

amplitude e de velocidade reduzida são encontrados para prever a resposta do sistema. 

Morse & Williamson (2009) investigaram experimentalmente o campo de 

velocidades para um cilindro circular sobre um canal de recirculação de água, variando-

se a amplitude e a frequência de oscilação do cilindro, com números de Reynolds iguais 

à Re = 4000 e Re = 12.000.  

A utilização de técnicas de vibração livre e de vibração forçada têm suas vantagens 

e desvantagens, mas a técnica de vibração forçada tem o importante benefício de que a 

frequência e a amplitude de oscilação podem ser rigorosamente controladas. Com 

vibração livre, um pequeno aumento na velocidade do escoamento pode resultar em 

grandes mudanças na amplitude da oscilação do cilindro, possivelmente acompanhada 

por uma mudança no modo de desprendimento de vórtice. Tais faixas, ou transições, são 

difíceis de estudar sob condições de vibração livre. Por outro lado, deve-se realizar muitas 

analises utilizando vibração forçada para mapear as condições sob as quais a energia é 

transferida do fluido para o cilindro. 
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A Figura (2.10) apresenta uma relação entre amplitude de oscilação transversal e 

velocidade reduzida para as situações de vibração em base elástica e de vibração forçada 

para um cilindro circular. 

 

Figura 2.10: Resposta de amplitude medida e prevista para um cilindro circular de  

vibração livre:●, resposta de vibração livre de Govardhan & Williamson (2006); ○, 

 resposta de dados de vibração forçada reproduzidos por Morse & Williamson 

(2009). (Adaptado de BLEVINS, 2011) 

2.4.1 Vibrações forçadas na direção transversal (cross-flow) 

Existem regimes diferentes com propriedades de simetria específicas para o 

escoamento a jusante de um cilindro circular. Para baixos valores do número de Reynolds, 

o escoamento é estável e se forma a esteira de Von Kármán. Um único vórtice é 

desprendido em cada meio ciclo do LC  e, assim, este regime é chamado de modo 2S. O 

modo de desprendimento 2S, juntamente com movimento do cilindro que transfere 

energia entre o cilindro e o fluido, pode levar a um movimento dinâmico e organizado 

com propriedades de simetria únicas. 

No caso da vibração livre, um pequeno aumento da velocidade do escoamento leva 

a grandes alterações na amplitude da oscilação do cilindro, acompanhada por uma 

mudança no padrão de desprendimento de vórtices. Esta alternância entre modos e 

variação de amplitude dificulta o estudo da vibração livre. Compreender as forças 

fluidodinâmicas associadas com V.I.V. requer uma compreensão da estrutura da esteira a 
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jusante do cilindro. Assim, o estudo de oscilação forçada é uma técnica eficaz para a 

previsão da dinâmica da vibração livre mapeando a esteira de vórtices. A excitação 

forçada na direção transversal leva à formação de diferentes modos de desprendimento 

de vórtices, mostrando a relação entre o movimento controlado pelo cilindro e a estrutura 

de esteira. O mapa clássico apresentado na Figura (2.11) define vários padrões de esteira 

com respeito às amplitudes de oscilação e velocidades reduzidas.  

Portanto, a Figura (2.11) é um resultado do mapeamento das diferentes estruturas de 

esteiras que ocorrem para oscilações forçadas. Neste caso, a estrutura da esteira depende 

da relação imposta de amplitude e diâmetro (A/d) e da relação de frequência de oscilação 

e frequência de desprendimento de vórtices ( CLosc ff ). 

 

Figura 2.11: Regimes de formação de vórtices mostrando os regimes de modo 2S, 

2P e P + S em Re = 1000 (WILLIAMSON e GOVARDHAN, 2008). 

O modo 2S, como mencionado acima, é a esteira de Von Kármán. A forma 2P 

representa um par de vórtices desprendidos a cada meio ciclo e P+S é um regime, onde 

um par de vórtices e um único vórtice são desprendidos a cada ciclo (WILLIAMSON e 

ROSHKO, 1988). Alterações na fase da força de sustentação devido ao movimento do 
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cilindro resultam em uma mudança na direção ou magnitude da transferência de energia, 

que leva a uma forma de modo diferente (BLACKBURN & HENDERSON, 1999). A 

Figura (2.12) detalha como é o desprendimento de vórtices para cada modo. 

A Figura (2.13) compara as frequências de desprendimento de vórtices com 

frequências de oscilação para casos de oscilação forçada. Tal resultado, apresentado por 

Krishnamoorthy et al. (2001), possui um número de Reynolds igual à 1500Re   e 

22,0dA . 

  

Figura 2.12: Esboço dos modos de desprendimento de vórtices sobre um cilindro 

oscilando na direção transversal. (Adaptado de WILLIAMSON & GOVARDHAN, 

2008) 

Moe & Wu (1990) evidenciaram que uma perfeita sincronização possui picos de 

amplitudes para as cargas fluidodinâmicas com variação de 10%, ambos para casos de 

oscilação forçada ou oscilação auto-excitada. 

Rodriguez & Pruvost (2000) analisaram um cilindro circular oscilando forçadamente 

na direção transversal (cross-flow) a um escoamento uniforme incidente. Constataram 

que, mesmo para oscilações forçadas e regulares, a estrutura da esteira não apresenta, 

necessariamente, um resultado esperado de regime de desprendimento de vórtices. 
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Figura 2.13: Comparação entre a frequência de desprendimento e a frequência de 

oscilação forçada. (adaptado KRISHNAMOORTHY et al., 2001) 

2.4.2 Vibrações forçadas na direção longitudinal (in-line) 

As oscilações forçadas na mesma direção do escoamento podem, também, gerar 

efeitos significativos no campo de velocidades e no padrão de esteira. Uma vez que a 

flutuação da força de arrasto induzida pela esteira tem uma frequência duas vezes maior 

que a flutuação da força de sustentação, a oscilação contínua tem menor amplitude e 

maior frequência, o que pode impactar a vida de fadiga da estrutura. Em alguns casos, há 

uma mudança de fase entre o desprendimento de vórtices e o movimento estrutural, que 

altera o nível de transferência de energia para estrutura e que pode explicar o padrão da 

competição modal. Os diferentes padrões de esteira para oscilações forçadas in-line na 

região de comportamento não linear do escoamento são afetados pela combinação de 

dA  e CLosc ff . Várias combinações de amplitude e de frequência com um ou mais 

fenômenos complexos (como histerese, bifurcação e sincronização) podem ocorrer 

levando a diferentes padrões de escoamento, similarmente ao caso de oscilação forçada 

transversal. 

Griffin & Ramberg (1976) mostraram que um número significativo de pares de 

vórtices antissimétricos é formado devido à oscilação in-line de um cilindro circular. Em 
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adição, Naudascher (1986), também, confirmou em seu estudo que diferentes modos de 

desprendimento de vórtices surgem devido à oscilação in-line de um cilindro. 

Ongoren & Rockwell (1988) apresentaram um estudo experimental clássico usando 

um canal de recirculação de água descrevendo diferentes modos de formação de vórtices 

sincronizados com a frequência de oscilação do cilindro circular para 855Re  . Os 

modos foram classificados em dois grupos básicos: modo de formação de vórtices 

simétrico e modo de formação de vórtices antissimétrico. No modo simétrico de formação 

de vórtices, denotado por modo S, um par de vórtices contrarrotativos se desprende 

simultaneamente na parte de trás do cilindro circular durante um ciclo de oscilação do 

corpo. A frequência de emissão do par de vórtices contrarrotativos e a frequência de 

oscilação do cilindro circular se encontram sincronizadas. O modo antissimétrico se 

apresentava em quatro subgrupos: modo A-I, modo A-II, modo A-III e modo A-IV. 

Segundo os autores, mesmo quando não ocorria uma sincronização, os modos 

fundamentais tendiam a competir entre eles para uma mesma condição de escoamento. 

O modo simétrico, S, ocorre para qualquer valor de (ângulo do escoamento 

incidente), exceto =90º, e há um componente simétrico de perturbação imposto pelo 

cilindro ao escoamento (pela parte da frente e pela parte de trás do corpo). Um par de 

vórtices é desprendido simultaneamente em ambos os lados na parte de trás do cilindro 

durante um ciclo T de oscilação do corpo, como esquematizado na Figura (2.14). 

 

Figura 2.14: Modo Simétrico de emissão de vórtices para oscilação in-line de um 

cilindro circular. 

No modo antissimétrico A-I, visualiza-se a emissão de estruturas vorticosas 

contrarrotativas desprendendo-se de maneira alternada na parte de trás do cilindro 

formando a clássica esteira de Von Kármán (veja a Figura 2.15). 
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Figura 2.15: Modo Antissimétrico A-I de emissão de vórtices para oscilação in-line 

de um cilindro circular. 

O modo antissimétrico A-II ocorre para 0º < 90º e, também, se verifica um 

componente simétrico de perturbação em relação ao escoamento. Neste modo, o efeito 

deste componente de perturbação é o de dobrar o período T de formação do par de vórtices 

antissimétricos; portanto, são necessários dois ciclos de oscilação do cilindro para a 

formação do par de estruturas vorticosas contrarrotativas. Em outras palavras, o período 

de formação do regime de desprendimento de vórtices do modo A-II é o dobro do modo 

A-I (Figura 2.16) 

 

Figura 2.16: Modo Antissimétrico A-II de emissão de vórtices para oscilação in-

line de um cilindro circular. 

Os modos antissimétricos A-III e A-IV ocorrem somente para = 0º e o período de 

formação do regime de desprendimento de vórtices é o dobro do modo A-I. Há nestes 

casos a formação de pares de estruturas vorticosas contrarrotativas como se pode 

visualizar na Figura (2.17). 

 

Figura 2.17: Modos Antissimétrico A-III e A-IV de emissão de vórtices para 

oscilação in-line de um cilindro circular. 
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O regime de formação de vórtices foi correlacionado segundo sua razão de amplitude 

de oscilação pelo diâmetro do cilindro (A/d) e da frequência de oscilação por frequência 

de Strouhal encontrada para o cilindro sem oscilação, conforme mostrado na Figura 

(2.18). Além de Re, as condições iniciais, tais como o nível de turbulência e a rugosidade 

do cilindro, podem afetar o padrão do regime de formação de vórtices. Para oscilações 

forçadas in-line, aumentando-se a frequência de oscilação e mantendo-se fixo os outros 

parâmetros, observa-se uma transição do modo antissimétrico para um modo simétrico. 

Para grandes amplitudes, este regime de transição é caótico e resulta de uma competição 

entre os modos de desprendimento antissimétrico e simétrico (ONGOREN & 

ROCKWELL, 1988). 

Cagney & Balabani (2013) caracterizaram a resposta do regime in-line em dois 

segmentos, separados por uma região de vibrações com baixa amplitude para 

StffV xnR 21.  . A amplitude máxima nos dois segmentos é da ordem de 1dAx . 

 

Figura 2.18: Dependência do modo de desprendimento de um cilindro circular a 

razão A/d e sosc ff /  (retirada de ONGOREN & ROCKWELL, 1988). 

A primeira região compreende a faixa de 5,25,1ff.V XnR  , sendo tipicamente 

associada com o desprendimento de vórtices simétricos (JAUVTIS & WILLIAMSON, 

2003), de maneira que o movimento in-line do cilindro cause uma camada cisalhante que 
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se estabelece na mesma frequência do movimento do cilindro, xCL ff  . Ongoren & 

Rockwell (1988) caracterizam este modo como S-I. Cagney & Balabani (2013), também, 

mostram que nestas especificações pode ocorrer um modo de desprendimento de vórtices 

alternado caracterizado como modo A-II, e a troca entre os modos S-I e A-II ocorre 

variando-se o valor da velocidade reduzida. A segunda região compreende a faixa de 

5,35,2ff.V XnR  , sendo caracterizada por desprendimento de vórtices alternados. 

Observa-se que, quanto menor o valor de XnR ff.V , maior é a tendência do sistema 

sincronizar. Nesta situação, a frequência de desprendimento ocorre com 

aproximadamente metade da frequência de vibração do cilindro ( 2ff xCL  ) e o 

desprendimento de vórtices se caracteriza bem próximo do cilindro (AGUIRRE, 1977; 

CAGNEY & BALABANI, 2013). 

Segundo Ongoren & Rockwell (1988) e Perdikaris et al. (2009), o modo simétrico 

tende a ser instável e a se rearranjar em padrões alternados a jusante do cilindro. Este 

comportamento causa flutuações de velocidade na esteira próxima do corpo para uma 

frequência xf , enquanto na esteira mais a jusante as flutuações ocorrem na frequência de 

Strouhal (CAGNEY & BALABANI, 2013).  

2.5 Vibração com Dois Graus de Liberdade 

Em situações práticas, um cilindro circular não se movimenta apenas na direção 

transversal ao escoamento incidente, pois normalmente um cilindro é livre para vibrar em 

todas direções normais ao seu eixo, devido ao desprendimento de vórtices.  

Moe & Wu (1990) discutem os movimentos forçado e livre de um cilindro circular 

com dois graus de liberdade; no entanto poucos resultados sobre o tema são relatados na 

literatura. Uma observação sobre este estudo mostra que a verdadeira velocidade reduzida 

deve ser um parâmetro de comparação quando se comparam as vibrações livres do 

cilindro com suas oscilações. Ou seja, ao analisar testes de vibração forçada, a frequência 

utilizada deve ser sempre aquela em que as vibrações realmente acontecem no corpo 

submerso e submetido a efeitos da massa adicionada; assim, a verdadeira velocidade 

reduzida será obtida. 

Um cilindro rígido montado elasticamente, livre para responder apenas na direção 

in-line, pode vibrar devido ao desprendimento de vórtices, ainda que possua pequenas 
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amplitudes. Portanto, a vibração devido às flutuações da força de arrasto é produzida para 

cada desprendimento de vórtice, enquanto que uma flutuação na força transversal requer 

desprendimento de um par de vórtices alternados. 

Limitar o movimento de vibração de um cilindro para apenas a direção transversal 

ignora os possíveis efeitos de movimentos longitudinais na formação da esteira e sobre 

as forças fluidodinâmicas atuantes sobre o corpo. Estudos de vibração livre sobre 

cilindros flexíveis são úteis na determinação de efeitos dos movimentos in-line nas forças 

observadas; no entanto, o cilindro flexível introduz complexidade acrescida ao problema 

de V.I.V. e a simplificação do problema é necessária para compreender os mecanismos 

que conduzem aos efeitos de V.I.V.. Além disso, estudos focados principalmente na 

oscilação transversal não leva em conta o efeito acoplado dos dois movimentos do corpo. 

Existe um número limitado de estudos, onde um cilindro rígido montado elasticamente é 

permitido vibrar tanto na direção longitudinal quanto na direção transversal.  

Um cilindro flexível e longo possui diferentes modos de vibração e, com uma 

velocidade de escoamento uniforme prescrita, é possível se ter efeitos de V.I.V. 

simultâneos nas direções in-line e cross-flow, mas com diferentes modos estruturais 

excitados. Empregando a técnica de vibração forçada discutida acima, podem-se estudar 

os aspectos de V.I.V. com maior aprofundamento. A complexidade do problema aumenta, 

pois assim existem duas amplitudes e duas frequências variáveis, bem como um ângulo 

de fase entre os movimentos. 

 Dahl et al. (2010) publicaram dados de respostas de V.I.V. sobre um cilindro livre 

para responder nas duas direções, transversal e longitudinal. Observaram que 

combinações paramétricas que promovem uma razão de frequência natural de 

2nynx ff , ocasiona, seguramente, uma atrelagem síncrona nas duas direções. Essa 

observação reduz significativamente o número de testes necessários para estudar vibração 

forçada para esta condição estrutural. 

A Figura (2.19) mostra a resposta longitudinal, XA , e transversal, YA , de um modelo 

de cilindro rígido montado elasticamente sob variação da velocidade reduzida, com base 

na frequência natural do corpo na direção transversal. A razão entre as frequências 

naturais longitudinal e transversal é de 2, com 2*m e 003,0 . Constata-se que a 

resposta máxima longitudinal é aproximadamente igual a um terço da resposta máxima 
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transversal e a sua magnitude é maior do que cilindros livres para vibrar apenas na direção 

longitudinal. Embora os parâmetros sejam diferentes, observa-se que as respostas com 

variação da velocidade reduzida são diferentes daquelas encontradas nas Figura (2.10). 

Jauvtis & Williamson (2003) investigaram o caso em que um cilindro rígido pode 

responder nas duas direções com uma relação de frequência igual a 1. 

Dahl et al. (2006) realizaram um estudo do efeito da razão de frequência natural sobre 

a resposta de um cilindro montado elasticamente. Os resultados das amplitudes e 

frequências longitudinal e transversal em função velocidade reduzida são reproduzidos 

na Figura (2.20). 

Embora as amplitudes na direção longitudinal sejam cerca de um terço das 

amplitudes transversais, estas possuem o dobro da frequência e, portanto, é importante no 

estudo de fatiga do material. 

 

Figura 2.19: Respostas in-line e cross-flow para razão de frequências de 2,0, 

2*m e 003,0  (reproduzida de ASSI, 2009) 

Liao et al. (2003) demonstraram a influência da velocidade reduzida sobre cilindros 

submetidos a oscilações longitudinal, transversal e em ambas as direções. Constataram 

que a máxima amplitude longitudinal e a máxima amplitude transversal não ocorrem 

simultaneamente. 
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Figura 2.20: Amplitudes dos movimentos do cilindro e frequências de oscilação para 

diferentes relações de frequência: ●, amplitude transversal;  , amplitude in-line; +, 

frequência transversal;  , frequência in-line. (Reproduzido de DAHL et al., 2006)  

Jeon & Gharib (2004) estudaram a esteira formada a jusante de um cilindro oscilando 

com dois graus de liberdade. O cilindro foi forçado em movimento sinusoidal na mesma 

direção e transversalmente ao escoamento ao mesmo tempo. A frequência longitudinal 

tem duas vezes a frequência transversal e sem diferença de fase, de modo que o 

movimento desenhe uma figura de um oito padrão. As amplitudes transversais foram 

limitadas a 0,5 vezes o diâmetro. Os autores descobriram que o ângulo de fase entre 

movimentos longitudinal e transversal pode efetivamente atrasar o início de um padrão 

de esteira do tipo 2P à medida que se aumenta a velocidade reduzida.  
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Para as grandes amplitudes transversais observadas por Jauvtis & Williamson (2003), 

definiu-se um padrão de esteira do tipo 2T de dois vórtices trigêmeos formado durante 

cada ciclo de movimento. Este padrão de esteira foi observado somente para grandes 

movimentos transversais do cilindro. Em altas acelerações de movimento transversal do 

corpo em relação ao escoamento incidente, apareceu um vórtice adicional desprendido 

durante a metade do ciclo de desprendimento do padrão típico 2P.  

Srinil (2013) realizou uma investigação experimental e numérica de V.I.V. em um 

cilindro circular com dois graus de liberdade e mesma razão relativa de frequência natural 

longitudinal e transversal. Para *m = 1,4, em ambas as direções, caracterizou-se V.I.V. na 

faixa do parâmetro de velocidade reduzida entre 5,174  RV  e máxima amplitude 

transversal e longitudinal alcançada entre 1,25 – 1,6 e 0,5 – 0,7, respectivamente. 

Kim et al. (2016) concluiu que, para a mesma razão de frequência de vibração 

longitudinal e transversal, a resposta da amplitude de vibração longitudinal em 

comparação com a resposta da amplitude transversal não apresentava disparidade óbvia 

de resposta em termos da taxa de amortecimento no intervalo de 6,0 < RV <9.0.  A 

característica de nenhuma disparidade pode ser interpretada como resultado da 

ressonância e da interação entre respostas nas duas direções de oscilação. Nesta condição, 

observou-se um fenômeno denominado “Jump” próximo ao limite do modo de formação 

2P + 2S como mostrado na Figura (2.21). Este fenômeno está intimamente relacionado 

com o processo de emparelhamento de vórtices (transição de modo).  

Narendran (2015) mostrou que há ausência de resposta histérica e resposta 

ramificada sob altos valores de número de Reynolds. O perfil de resposta varia para uma 

resposta máxima na média dos coeficientes fluidodinâmicos da ordem de 1,0 – 1,4. A 

relação força-fase e razão de frequência na região de sincronização apresentou um 

comportando de ângulo de fase de 170  e razão de frequência entre 1,1 – 1,4 para 4,01 < 

RV <9,27. Nas condições de Reynolds da ordem de 510Re  , os valores máximos 

encontrados para o coeficiente de força de sustentação e coeficiente de força total 

transversal do fluido são 4,0 e 2,05 respectivamente. 
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Figura 2.21: Resposta da amplitude cross-flow (WILLIAMSON e ROSHKO, 1988) 

Adaptado de Kim et al. (2016) 

Narendran (2015) mostrou que há ausência de resposta histérica e resposta 

ramificada sob altos valores de número de Reynolds. O perfil de resposta varia para uma 

resposta máxima na média dos coeficientes fluidodinâmicos da ordem de 1,0 – 1,4. A 

relação força-fase e razão de frequência na região de sincronização apresentou um 

comportando de ângulo de fase de 170  e razão de frequência entre 1,1 – 1,4 para 4,01 < 

RV <9,27. Nas condições de Reynolds da ordem de 510Re  , os valores máximos 

encontrados para o coeficiente de força de sustentação e coeficiente de força total 

transversal do fluido são 4,0 e 2,05 respectivamente. 

Cagney & Balabani (2014) promoveram um estudo sobre a resposta estrutural e a 

esteira de vórtices de um cilindro com dois graus de liberdade, submetido a efeitos de 

V.I.V.. Para situações com respostas de baixa amplitude, ocorre predominância dos 

modos de formação S-I e A-II, descritos por Ongoren & Rockwell (1988). No caso de 

competição entre estes modos, conforme o modo A-II se torna predominante, maior a 

resposta da amplitude transversal.  
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Srinil (2012) desenvolveu uma correlação da influência dos coeficientes empíricos 

demonstrados na Figura (2.22) e a intensidade de sua influência nos resultados 

característicos de V.I.V. transversal e longitudinal para oscilação de cilindro circular. 

Coeficientes 
Efeito Potencial 

VIV Cross-flow  VIV In-line 

X  Baixo Alto 

Y  Alto Alto 

XA  Baixo Baixo 

YA  Alto Alto 

Figura 2.22: Efeito potencial dos coeficientes empíricos para predição de resposta 

de V.I.V. 2D 

A análise de resultados no Capítulo 5 se baseia no estudo de vibrações forçadas com 

até dois graus de liberdade para o caso de um cilindro circular isolado submetido à 

presença de um escoamento uniforme incidente. O número de Reynolds estabelecido é 

510Re  , e os parâmetros adotados frequência de oscilação e amplitude de oscilação 

estão na faixa de 6,004,0  oscf  e 6,004,0  A . O termo mais utilizado nestes casos 

é a velocidade reduzida e esta varia na faixa de 0,2567,1  RV . 

2.6 Método de Vórtices Discretos 

O Método de Vórtices Discretos (M.V.D) é a ferramenta numérica utilizada para a 

análise numérica neste trabalho. O M.V.D. é apropriado para estudos de escoamentos 

com números de Reynolds elevados, como no caso do presente trabalho ( 510Re  ), 

principalmente pela dificuldade em se analisar experimentalmente escoamentos com 

número de Reynolds desta ordem. Esta técnica numérica discretiza a vorticidade presente 

no domínio fluido usando uma nuvem de vórtices discretos. Portanto, trata-se de uma 

descrição puramente Lagrangeana para o escoamento de um escoamento viscoso. 

Rosenhead (1931) realizou um trabalho pioneiro, onde foram utilizados vórtices 

discretos potenciais para o cálculo do movimento de folhas de vorticidade, para simular 

o efeito de instabilidades do tipo Kelvin-Helmholtz. O resultado obtido, embora simples, 

representou um grande avanço para o desenvolvimento do M.V.D. até os dias atuais. 
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O M.V.D. como se conhece hoje teve seu impulso na década de 1970, principalmente 

com o trabalho desenvolvido por Chorin (1973). O autor propôs um algoritmo de 

separação da parte viscosa da Equação do Transporte da Vorticidade. Neste algoritmo os 

efeitos da advecção e da difusão da vorticidade podem ser resolvidos separadamente e os 

resultados convergem para a E.T.V. quando se utiliza valores baixos para o incremento 

de tempo. O trabalho consistiu ainda numa técnica prática de análise de escoamentos ao 

redor de cilindros (caso bidimensional). A difusão da vorticidade foi simulada através do 

Método de Avanço Randômico e a condição de escorregamento nulo sobre a superfície 

do corpo foi imposta a partir da criação de novos vórtices discretos. Embora o método 

evitasse alta discretização do domínio fluido, as interações entre os vórtices discretos já 

apresentavam alto custo computacional, como destacado por Hu et al. (2013).  

Algumas referências bibliográficas encontradas na literatura apresentam revisões 

bibliográficas abrangentes com relação aos desenvolvimentos do M.V.D.e das suas 

aplicações. Entre estes trabalhos destacam-se: Leonard (1980, 1985), Sarpkaya (1989), 

Puckett (1993) e Stock (2007). Há outros dois trabalhos importantes e que merecem 

citação. No trabalho de Anderson & Greengard (1991) se encontra uma coleção de artigos 

que reproduzem a evolução da técnica no início dos anos de 1990. O livro de Cottet & 

Koumoutsakos (2000) apresenta considerações práticas com relação à implementação do 

M.V.D. 

Um dos desafios que o M.V.D. apresenta é a necessidade da redução do tempo final 

de processamento devido ao cálculo da velocidade induzida pelos vórtices discretos 

presentes na nuvem sobre eles mesmos usando a lei de Biot-Savart; este cálculo requer

 operações do processador para N vórtices discretos existentes em um dado instante 

de tempo. Neste contexto, o emprego do Método de Expansão em Multipólos 

(GREENGARD & ROKHLIN, 1987) é de extrema valia para o cálculo da interação 

vórtice-vórtice para a redução dos esforços computacionais. Este técnica possibilita que 

um processador faça  operações (interação vórtice-caixa) ou até mesmo N 

operações para N vórtices da nuvem (interação caixa-caixa), conforme discutido por 

Komoutsakos (1993). As pesquisas mais avançadas fazem uma associação do Método de 

Expansão em Multipólos com algum padrão de programação e paralelização para acelerar 

ainda mais os cálculos. 

2N

NlogN
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Os comentários do parágrafo anterior são a essência para soluções refinadas do 

mecanismo de advecção da vorticidade, onde o campo de velocidades deve ser conhecido 

sobre cada vórtice discreto. No cálculo do campo de velocidades induzido sobre cada 

vórtice discreto durante cada instante de tempo, deve-se levar em conta três contribuições: 

escoamento incidente, fronteiras sólidas e nuvem de vórtices discretos. Nesse trabalho 

não é utilizada nenhuma técnica para acelerar os cálculos da Lei de Biot-Savart. Para a 

advecção da nuvem de vórtices faz-se uso de um esquema de avanço de primeira ordem 

de Euler (FERZIGER, 1981). 

Para a inclusão dos efeitos da difusão viscosa nas simulações numéricas, a literatura 

apresenta algumas alternativas. Há pelo menos seis esquemas diferentes e citam-se os três 

de maior destaque: o Método de Avanço Randômico (LEWIS, 1991), o Método do 

Crescimento do Raio do Núcleo do Vórtice Modificado (LEONARD (1980), 

KAMEMOTO (1994), ROSSI (1996, 1997, 2005, 2006)) e o Método da Velocidade de 

Difusão (OGAMI &AKAMATSU, 1991).  

Como já mencionado anteriormente, o Método de Avanço Randômico foi a primeira 

técnica numérica desenvolvida para ser associada ao M.V.D. (CHORIN, 1973) para a 

inclusão dos efeitos da difusão viscosa. O método é de simples implementação e de rápida 

execução; no entanto, possui uma taxa de convergência baixa (1/ ), sendo N o número 

total de vórtices discretos presentes na nuvem. Nesta Dissertação de Mestrado optou-se 

pela utilização do Método de Avanço Randômico (LEWIS, 1991).  

O Método do Crescimento do Raio do Núcleo do Vórtice foi proposto por Leonard 

(1980) e utilizado com sucesso por Kamemoto (1994). Greengard (1985) provou que o 

método não convergia para as equações de Navier-Stokes e Rossi (1996) apresentou 

correções fazendo com que o raio do núcleo dos vórtices discretos crescesse até um valor 

máximo e, a partir de um valor crítico, os vórtices fossem divididos (partição) dando 

origem a novos vórtices, cujos raios podem novamente se expandir. Posteriormente, Rossi 

(2006) promoveu modificações para melhorar a técnica do Método do Crescimento do 

Raio do Núcleo do Vórtice através do uso de Funções de Base Radial (Barba, 2004). 

O Método da Velocidade de Difusão foi originalmente proposto por Ogami & 

Akamatsu (1991) para simular o processo de difusão viscosa da vorticidade através da 

inserção de uma velocidade extra no processo advectivo, que foi associada ao movimento 

N
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difusivo. Esta velocidade está relacionada com o coeficiente de viscosidade cinemática 

do fluido, com o campo de vorticidades e com o gradiente do campo de vorticidades. O 

método necessitou de correção do raio do núcleo dos vórtices para que convergisse para 

as equações e Navier-Stokes, depois que foi questionado por Kempka & Strickland 

(1993). 

A representação de fronteiras sólidas presentes num domínio fluido é, em geral, 

considerada a partir do Método de Painéis (KATZ & PLOTKIN, 1991), o qual se baseia 

na distribuição de singularidades sobre uma a superfície discretizada em seguimentos 

retos ou curvos. Esta técnica permite que seja cancelado ou o componente normal 

(condição de contorno de Neumann) ou os componentes normal e tangencial (condição 

de contorno de Dirichlet) da velocidade total induzida sobre cada ponto de controle 

localizado no centro de cada painel. A vantagem desta técnica é que pode ser utilizado 

um corpo de forma qualquer e conhecida e a desvantagem é que as condições de contorno 

são satisfeitas fora da superfície real e sobre cada ponto de controle. Nesta Dissertação de 

Mestrado utilizam-se painéis planos sobre os quais se distribuem fontes com densidade 

uniforme (condição de contorno de Neumann). A densidade destas fontes é obtida através 

de um sistema linear de equações algébricas que impõe a condição de impenetrabilidade 

sobre a superfície discretizada do corpo. 

O modelo mais simples para a representação da camada limite consiste na geração 

de vórtices discretos de Lamb a partir de pontos estrategicamente escolhidos sobre a 

superfície do corpo. Estes vórtices discretos são gerados durante cada incremento de 

tempo de uma simulação numérica típica para garantir a condição de escorregamento-

nulo sobre a superfície discretizada do corpo. Esta técnica é utilizada nesta Dissertação 

de Mestrado. Kamemoto (2009), por exemplo, utiliza uma técnica alternativa em que a 

distribuição de vorticidade é feita sobre todo o painel (distribuição uniforme) e somente 

se transforma num vórtice discreto após se deslocar e atingir uma região de camada 

protetora criada ao redor do corpo. 

Kamemoto (2009) discute que o M.V.D. é uma ferramenta numérica que se adapta 

muito bem para a simulação numérica de escoamentos, onde existam fronteiras móveis 

e/ou deformáveis. A  adaptação do método para fins de inclusão de modelagem de 

turbulência usando Simulações de Grandes Escalas é bastante simples. Neste aspecto, 

Kamemoto et al. (2000) fizeram uma revisão do M.V.D. descrevendo a importância do 
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desenvolvimento de modelos de turbulência para os métodos Lagrangianos. Alcântara 

Pereira et al. (2002) apresentaram um trabalho, que teve como finalidade a realização de 

simulações numéricas mais refinadas envolvendo os aspectos de turbulência. As 

principais contribuições dos autores foram: a proposição de uma modelagem submalha 

de turbulência utilizando-se o modelo de Função Estrutura de Velocidade de Segunda 

Ordem adaptada ao M.V.D. e o desenvolvimento e implementação de um algoritmo 

numérico, para incluir, no contexto do M.V.D., a modelagem de turbulência. Houve a 

necessidade de se fazer adaptações para escoamentos no plano, mesmo sabendo que a 

turbulência na sua essência é um fenômeno tridimensional. Mais tarde, Bimbato (2012) 

realizou correções na técnica proposta por Alcântara Pereira et al. (2002) não mais 

modificando o valor do raio do núcleo dos vórtices discretos em cada instante de tempo 

da simulação numérica. O procedimento usado anteriormente causava um aumento 

excessivo do raio do núcleo dos vórtices discretos posicionados nas regiões do 

escoamento onde a turbulência é considerada, o que implicava em um aumento no valor 

do coeficiente de arrasto médio. Nesta Dissertação de Mestrado não foi implementada 

modelagem de turbulência. 

Em suma, o estudo do escoamento viscoso a partir do campo de vorticidades 

utilizando-se a descrição Lagrangeana apresenta algumas vantagens, tais como: a) melhor 

visualização dos fenômenos que ocorrem durante a simulação do problema, 

especialmente em escoamentos com altos valores do número de Reynolds e b) o termo de 

pressão das equações de Navier-Stokes é anulado ao se aplicar o operador rotacional sobre 

as mesmas. A utilização do operador divergente nas equações de Navier-Stokes permite 

que se realize o cálculo das cargas fluidodinâmicas a partir da integral resultante de uma 

equação de Poisson para a pressão (SHINTANI & AKAMATSU, 1994).  A terceira 

vantagem é que a equação que define o transporte da vorticidade é escalar para simulações 

numéricas no plano, como as realizadas neste trabalho e, desta maneira, o termo advectivo 

das equações de Navier-Stokes, que é não linear, não precisa ser resolvido. Uma quarta 

vantagem do Método de Vórtices Discretos Lagrangeano-Lagrangeano é que as 

condições de contorno a grandes distâncias de fronteiras sólidas são automaticamente 

satisfeitas, porque a indução do corpo e da nuvem de vórtices discretos não é sentida 

nestas regiões. 
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Capítulo 3  

 

MODELO MATEMÁTICO 

3.1 Introdução 

Este capítulo apresenta a formulação matemática necessária para a simulação 

numérica de um escoamento bidimensional, incompressível e em regime não permanente 

de um fluido Newtoniano com propriedades termodinâmicas constantes. O fluido se 

movimenta em torno de um corpo de forma qualquer e conhecida em uma região fluida 

de grandes dimensões. O corpo fica submetido à presença do escoamento incidente U e 

possui movimento de vibração forçada com até dois graus de liberdade com amplitudes 

finitas ( XA , YA ) e velocidades angulares constantes ( X , Y ). Veja a Figura (3.1). 

A Revisão Bibliográfica apresentada no capítulo 2 para um cilindro circular rígido e 

com efeitos de vibração é importante para o entendimento das forças fluidodinâmicas e 

da formação da esteira de vórtices na região próxima ao corpo. As observações das 

respostas de deslocamento e as forças atuantes são obtidas considerando o escoamento 

bidimensional em relação à seção transversal do cilindro. Neste trabalho considera-se o 

cilindro circular com movimento oscilatório imposto com até dois graus de liberdade 

submetido a instabilidades do escoamento, como forças oscilantes opostas, onde o 

percurso do cilindro através do fluido é um movimento prescrito. Portanto, a formulação 

matemática deste capítulo tem como foco caracterizar os efeitos de movimentos de 

vibração forçada, isolados ou combinados nas direções longitudinal e transversal em 
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relação ao escoamento incidente, sobre a resposta de deslocamentos e forças neste corpo. 

A modelagem matemática dos fenômenos físicos presentes é desenvolvida através da 

utilização de hipóteses simplificadoras, possibilitando uma solução mais simples do 

problema, mas que caracterize os fenômenos mais relevantes para o estudo. 

O problema estudado nesta Dissertação de Mestrado possui forte interação dinâmica 

sendo importante uma correta descrição do movimento do corpo para a determinação das 

cargas fluidodinâmicas. A presença do efeito solo é desconsiderada para concentrar 

apenas nos fenômenos oriundos das oscilações forçadas impostas. Sendo assim, utiliza-

se uma distância adimensional entre chão e corpo de 1000gmin  . Na Figura (3.1) 

identifica-se um sistema de coordenadas (ζ,O,η) associado à posição de deslocamento do 

corpo, chamado de referencial não inercial. Este referencial foi estabelecido no trabalho 

de Silva (2004) para calcular os efeitos dos carregamentos fluidodinâmicos atuantes entre 

o modelo estrutural e o modelo hidrodinâmico. O uso de dois referenciais se torna 

necessário se não existir o chão. No entanto, neste trabalho há a presença do chão, que se 

torna o referencial fixo (x,o,y)  para a imposição de movimentos de vibração forçada 

sobre o cilindro circular (MORAES, 2011). 

3.2 Geometria do Problema e Definições 

Na Figura (3.1) identifica-se o sistema de coordenadas fixo (x,o,y) e o sistema de 

coordenadas móvel (ζ,O,η). O sistema de coordenadas (ζ,O,η) se torna dispensável devido 

à presença da superfície plana. O cilindro circular está imerso em uma região semi-infinita 

totalmente preenchida por um fluido, que se move caracterizando um escoamento 

incidente uniforme U. O cilindro circular tem diâmetro igual a d e está distante do chão 

através de um espaçamento ming . 

O corpo possui até dois graus de liberdade para oscilar forçadamente na mesma 

direção do escoamento incidente e na direção transversal ao escoamento incidente. Os 

movimentos de vibração forçada podem se manifestar de maneira isolada ou combinados. 
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Figura 3.1: Desenho esquemático do problema 

A superfície 1S  do chão é definida pela seguinte equação escalar: 

(3.1) 

A superfície 2S do corpo é definida por uma segunda equação escalar: 

(3.2) 

O domínio fluido Ω é composto pela união das fronteiras, tal que,  SSSS 21 . 

Esta metodologia permite impor ao corpo movimentos oscilatórios lineares ou 

rotacionais. Mesmo o chão ( 1S ) não interferindo na análise fluidodinâmica da esteira de 

vórtices, o mesmo está inserido no problema com a finalidade de ser o referencial inercial 

e, também, possibilitar estudos posteriores envolvendo mecanismos do efeito solo sobre 

V.I.V.. É importante salientar que o referencial não inercial (ζ,O,η)., que acompanha o 

movimento da fronteira 2S  , se move com o tempo em relação ao referencial fixo (x,o,y). 

Assume-se oscilações harmônicas na mesma direção (vibração forçada in-line) e na 

direção transversal (vibração forçada cross-flow) em relação à velocidade do escoamento 

incidente. 

  0,1 yxF

  0,,2 tyxF
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Assim sendo tem-se para a direção longitudinal: 

(3.3) 

(3.4) 

onde Xf  é a frequência de oscilação longitudinal imposta ao corpo. 

 Para a direção transversal tem-se: 

(3.5) 

(3.6) 

onde Yf  é a frequência de oscilação transversal imposta ao corpo. 

Os componentes da velocidade 𝑉 do corpo oscilante visto do referencial inercial 

(x,o,y) são: 

(3.7) 

(3.8) 

Na fronteira fluida no infinito o movimento do fluido deve se manter inerte as 

oscilações impostas pelo corpo, sendo: 

(3.9) 

(3.10) 

Na região fluida posterior ao corpo tem-se o desenvolvimento da esteira viscosa, que 

é influenciada pelas oscilações do corpo. A energia transferida ao fluido, pelo movimento 

de vibração do corpo, é sentida pela velocidade induzida nas partículas fluidas. Mesmo 

desprezando os efeitos da compressibilidade, a intensidade da velocidade induzida deve 

decair com a distância, porque se observa o espalhamento da energia transferida em todas 

as direções. A jusante do corpo os efeitos causados pela oscilação são somados aos efeitos 

advectivos associados à velocidade do escoamento não perturbado U. 

)()( tsenAtX XXosc 

XX f 2

)cos()( tAtY YYosc 

yY f 2

)cos()()( tAtXtV XXoscX  

)()()( tsenAtYtV YYoscY  

Uu 
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3.3 Hipóteses Simplificadoras 

Para o tratamento matemático do problema, são adotadas algumas hipóteses 

simplificadoras, que se relacionam com a geometria, com as propriedades do fluido e com 

as propriedades do escoamento. As seguintes hipóteses simplificadoras são estabelecidas 

para analisar o escoamento em regime não permanente, que se desenvolve a partir da 

separação da camada limite na superfície do corpo: 

1H : Escoamento bidimensional. O escoamento se realiza no plano (x,y) e a região 

fluida é semi-infinita (devido à presença do chão) estendendo-se até a região S , como 

mostrado na Figura (3.1). 

2H : Fluido homogêneo, newtoniano e com propriedades constantes (massa 

específica 𝜌 e coeficiente de viscosidade dinâmica 𝜇 ). 

3H : Escoamento incompressível. Efeitos da compressibilidade são desprezados, isto 

é, velocidades envolvidas são muito menores que a velocidade do som no meio, ou seja, 

número de Mach é assumido tal que 3,0Ma . 

4H : Força do campo gravitacional desprezada por possuir pouca influência no 

escoamento. 

      5H : Esteira viscosa assumida laminar. Embora a formulação assuma um número de 

Reynolds elevado ( 510 ), nenhuma modelagem de turbulência é incorporada na 

formulação matemática do problema. O modelo da Função Estrutura de Velocidade de 

Segunda Ordem pode ser futuramente incorporado à formulação matemática deste 

problema; para mais detalhes veja o trabalho de Alcântara Pereira et al. (2002). A inclusão 

de efeitos rugosos pode ser incorporada através do trabalho de Bimbato (2012). 

6H : Escoamento isotérmico, ou seja, desprezam-se os efeitos de troca de calor entre 

a superfície do corpo e o meio fluido. A inclusão de efeitos térmicos pode ser incorporada 

através do trabalho de Alcântara Pereira & Hirata (2003). 

Observa-se que a hipótese de regime permanente não é considerada, pois a dinâmica 

do escoamento na região da esteira próxima provoca oscilações no campo de velocidades 
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com o tempo, fenômeno de estudo no trabalho. Assumidas as hipóteses simplificadoras 

citadas, pode-se considerar a presença da camada limite utilizando o Método de Vórtices 

Discretos (Capítulo 4) e, em condições apropriadas, o escoamento separa da superfície 

do corpo formando a esteira viscosa. A equação da quantidade de movimento, que 

exprime o Princípio da Conservação da Quantidade de Movimento Linear (P.C.Q.M.L.), 

é representada pelas equações de Navier-Stokes. A condição de contorno especificada 

sobre a superfície do corpo é a condição de aderência que, por sua vez, pode ser dividida 

em condição de impenetrabilidade e em condição de escorregamento-nulo. 

3.4 Equações Governantes e Condições de Contorno 

3.4.1 Equações de movimento 

As equações do movimento descrevem os fenômenos físicos que dominam o 

movimento do escoamento incompressível de um fluido newtoniano com propriedades 

constantes. Desprezando-se as forças externas de massa, o Princípio de Conservação da 

Massa e o Princípio de Conservação da Quantidade de Movimento Linear, sob notação 

vetorial, são representados pelas equações da continuidade e de Navier-Stokes, 

respectivamente: 

(3.11) 

(3.12) 

 

Nestas equações,  vuu ,  é o campo de velocidades vetorial, t é o tempo, p  é o 

campo de pressões,  é o coeficiente de viscosidade cinemática do fluido e  é a massa 

específica do fluido. 

As condições de contorno sobre o chão  1S  e o corpo  2S  se verificam através da 

condição de impenetrabilidade; além disso, sobre a superfície do corpo é imposta 

adicionalmente a condição de escorregamento-nulo. A condição de impenetrabilidade 

exige que o componente normal da velocidade da partícula fluida seja igual ao 

componente normal da velocidade da superfície sólida. A condição de escorregamento-

0 u

upuu
t

u 21











  53 

nulo é uma condição física que afirma que o fluido em contato direto com uma fronteira 

sólida tem a mesma velocidade que a fronteira; não deslizando sobre ela. Portanto, impõe-

se que a componente tangencial da velocidade da partícula fluida seja igual ao 

componente tangencial da velocidade da superfície. 

A condição de impenetrabilidade sobre 1S  e 2S  é representada por 

(3.13) 

 

A condição de escorregamento-nulo sobre 2S  é representada por: 

(3.14) 

Sendo n  e  , respectivamente, os vetores unitários normal e tangencial às 

superfícies 
1S  e 

2S  em cada ponto e o vetor ),( yx VVV   refere-se à velocidade da 

superfície do corpo 
2S . 

Para longas distâncias do corpo, em S , assume-se que o escoamento em estudo 

tende a tornar-se igual o escoamento não perturbado, ou seja: 

(3.15) 

3.5 Adimensionalização do Problema 

O uso de um modelo matemático adimensional é a maneira mais genérica de estudar 

uma grande variedade de fenômenos físicos encontrados em problemas de engenharia. 

Uma equação adimensional, algébrica ou diferencial, envolve variáveis sem dimensão 

física. Do ponto de vista da mecânica dos fluidos, uma solução de forma dimensional é 

uma solução de um problema em particular. No entanto, a solução adimensional depende 

de um conjunto de parâmetros adimensionais, e estes dependem e se relacionam com as 

grandezas dimensionais. Assim sendo, a adimensionalização do problema reduz o número 

de variáveis para descrever uma grande variedade de fenômenos, e permite observar quais 

parâmetros desaparecem ou podem ser desconsiderados na avaliação de regimes de 

formação de vórtices. O número de Reynolds em problemas de hidrodinâmica é um bom 

exemplo disto. Para baixos valores do número de Reynolds, muitos termos nas equações 

  Vu

Uu 

nVnu 
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desaparecem, e assim os sistemas podem ser aproximados por equações diferenciais sem 

a presença de termos não lineares. No entanto, neste trabalho o número de Reynolds é 

assumido alto. 

Inicialmente, definem-se as grandezas representativas do fenômeno estudado. Neste 

estudo e, em geral, nos problemas de Mecânica dos Fluidos, têm-se que: 

• b  é o comprimento característico; adota-se o diâmetro do cilindro circular -d -. 

• U é a velocidade característica do escoamento não-perturbado. 

• oT  é o tempo característico 𝑇0, onde 
U

b
To  . 

Utilizando-se destas grandezas características, as equações e suas condições de 

contorno podem ser adimensionalizadas. O conjunto de variáveis adimensionais, que 

possibilitam a análise de resultados para uma classe maior de problemas são: 

      : coordenada na direção do eixo x,  

      : coordenadas na direção do eixo y, 

b

g
g min

min


      : espaçamento entre o corpo e a parede vertical, 

   
oT

t
t *

   : tempo físico,   

     : incremento de tempo, 

      : componente do vetor velocidade na direção do eixo x, 

      : componente do vetor velocidade na direção do eixo y, 

b

x
x * 

b

y
y* 

b

tΔU
tΔ * 

U

u
u * 

U

v
v* 
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      : campo de pressões, 

      : único componente não nulo do vetor vorticidade normal ao plano (x, y), 

      : intensidade de um vórtice discreto de Lamb, 

      : raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb, 

b

A
A *   : amplitude de oscilação do corpo nas direções x e y, 

U

b
 *   : velocidade angular do corpo nas direções x e y, 

bf

U
V

osc

R  : velocidade reduzida do corpo,  

U

b
fSt s  : número de Strouhal na frequência de emissão de vórtices Sf  do corpo fixo, 



Ub
Re : número de Reynolds do escoamento, 

Os operadores adimensionalizados tornam-se em: 

      : operador Nabla, 

      : operador Laplaciano. 

 O significado de algumas das grandezas adimensionalizadas anteriormente 

descritas será melhor compreendido no desenvolvimento do Capítulo 4. 

 Com as definições anteriores, as equações governantes e suas condições de 

contorno assumem as seguintes formas adimensionais: 

2

*

Uρ

p
p 

U

b* 


bU

Γ
Γ* 

b

σ
σ 0*

0 

 b*

22*2 b 
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(3.16) 

(3.17) 

 

Para as seguintes superfícies, têm-se as seguintes condições de contorno: 

• 1S e 2S  (condição de impenetrabilidade): 

(3.18) 

• 2S  (condição de escorregamento-nulo): 

(3.19) 

• S  (condição de escoamento não perturbado): 

(3.20) 

 O asterisco (*), que denota grandeza adimensionalizada, é omitido deste ponto em 

diante do texto por comodidade de digitação e apresentação das futuras equações. 

3.6 A Equação do Transporte da Vorticidade 

A Equação do Transporte da Vorticidade (E.T.V.) permite o estudo da dinâmica do 

campo de vorticidades.  As expressões matemáticas adimensionalizadas, que descrevem 

o escoamento estudado, são governadas pela equação da continuidade simplificada (Eq. 

(3.16) e pelas equações de Navier-Stokes (Eq. (3.17). A análise das equações de Navier-

Stokes mostra a presença do termo de pressão, que apresenta certas dificuldades para a 

manipulação das equações, quando se tenta obter uma solução numérica. Portanto, 

elimina-se este termo da seguinte maneira: 

• Aplica-se o operador rotacional ( x ) em ambos os lados da Eq. (3.17), 

• Utiliza-se da definição matemática da vorticidade ( ** u ), 

0**  u

*2******
*

Re

1
upuu

t

u
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• Consideram-se as hipóteses 1H  (escoamento bidimensional) e 3H  (escoamento 

incompressível) e a Eq. (3.16), e, assim, obtém-se a versão bidimensional da 

E.T.V. (BATCHELOR, 1967): 

(3.21) 

onde u  é o vetor velocidade do fluido, Re é o número de Reynolds baseado no diâmetro 

do cilindro e ω representa, em duas dimensões, o único componente não nulo do vetor 

vorticidade. Nota-se que a versão bidimensional da E.T.V. é escalar e o termo da pressão 

presente nas Equações de Navier-Stokes é eliminado.  Pode-se recuperar este termo 

aplicando o operador divergente nas equações de Navier-Stokes e em seguida obtendo-se 

uma equação de Poisson para a pressão (SHINTANI & AKAMATSU, 1994); veja a seção 

(4.6). É visto na Eq. (3.21) que o termo correspondente à variação da vorticidade devido 

à deformação dos tubos de vorticidade não se faz presente. Veja outros detalhes no 

Apêndice A. 

 A evolução da vorticidade no domínio fluido é governada pela Eq. (3.21), sendo 

que o lado esquerdo desta equação representa a variação temporal da vorticidade, ou seja, 

contém os termos do fenômeno da advecção da vorticidade. O lado direito desta equação 

contém os termos necessários para descrever a difusão molecular da vorticidade devido 

aos efeitos da viscosidade. 

  

  ω
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1
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Capítulo 4  

 

SOLUÇÃO NUMÉRICA: MÉTODO DE VÓRTICES 

DISCRETOS  

4.1 Introdução 

No Capítulo 4 descrevem-se os fundamentos do Método de Vórtices Discretos 

(M.V.D.), sendo este o modelo hidrodinâmico utilizado para a solução numérica do 

modelo estrutural de vibração forçada desenvolvido no Capítulo 3. Através deste modelo 

hidrodinâmico simula-se a camada limite formada a partir da superfície do cilindro 

circular através da geração de vórtices discretos de Lamb. Desta maneira, torna-se 

possível calcular as cargas fluidodinâmicas atuantes sobre a superfície do corpo oscilante, 

assim como evidencias possíveis regimes lock-in. 

O escoamento viscoso que se desenvolve a partir da camada limite formada sobre a 

superfície do cilindro circular é simulado via M.V.D. utilizando-se os fundamentos do 

algoritmo proposto por Chorin (1973). A advecção da nuvem de vórtices discretos segue 

um esquema puramente Lagrangeano, onde os vórtices discretos são tratados como sendo 

partículas materiais de fluido, bastando-se, portanto, integrar a equação de suas 

trajetórias. A difusão molecular da vorticidade é simulada utilizando-se o Método de 

Avanço Randômico onde, em cada instante de tempo, devem ser gerados dois números 

randômicos para cada vórtice discreto.  
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Para a identificação do fenômeno de atrelagem síncrona (sincronização) a partir de 

efeitos de V.I.V. é necessário o cálculo da evolução temporal das forças fluidodinâmicas 

que se desenvolvem ao redor do cilindro. Com este cálculo encontra-se o número de 

Strouhal. 

4.2 Problema da Advecção  

Como discutido na Seção 3.6, a dinâmica do transporte da vorticidade, no caso 

bidimensional, possui o termo de estiramento e deformação dos tubos de vorticidade nulo 

e a vorticidade possui apenas um componente não nulo, o componente  , normal ao 

plano do escoamento. Sendo assim, a E.T.V. se reduz a: 

(4.1) 

onde u  é o vetor velocidade do fluido, UdRe  é o número de Reynolds baseado no 

diâmetro do cilindro e  representa, em duas dimensões, o único componente não nulo 

do vetor vorticidade, que é definido como: 

(4.2) 

Considerando a discretização no tempo necessário para se calcular numericamente a 

evolução do campo de vorticidades, impõe-se a separação dos fenômenos de transporte 

difusivo e advectivo. Para isto, Chorin (1973) propôs dois operadores, um puramente 

advectivo e outro puramente difusivo, respectivamente: 

(4.3) 

(4.4) 

De acordo com o algoritmo de separação da parte viscosa proposto por Chorin 

(1973), a análise da Eq. (4.3) mostra que a vorticidade é advectada de maneira material. 

Isto é, cada vórtice discreto presente na nuvem em um dado instante de tempo pode ser 

transportado por advecção como se fosse uma partícula material de fluido 

(HELMHOLTZ, 1858). A parcela do lado esquerdo da Eq. (4.5) permite a interpretação 

puramente Lagrangeana para o transporte advectivo da nuvem de vórtices discretos: 
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(4.5) 

ou ainda: 

(4.6) 

Para a solução do problema puramente advectivo da nuvem de vórtices discretos 

deve-se calcular o campo de velocidades induzido sobre cada vórtice discreto . Esta 

velocidade representa a própria velocidade induzida no fluido na mesma posição ocupada 

pelo vórtice discreto em um instante de tempo t. O movimento de um vórtice discreto 

pode ser calculado integrando a equação para sua trajetória. Portanto, o transporte 

advectivo da vorticidade é escrito da seguinte forma, aproximadamente: 

(4.7) 

onde )(ix  é o vetor posição do vórtice discreto arbitrário  no instante de tempo  e 

 txu ii ,)()(   representa a velocidade total induzida na posição )(ix  ocupada pelo vórtice 

discreto neste mesmo instante de tempo t. Tem-se que N1,i  , sendo N o número total 

de vórtices discretos que compõe a nuvem no instante de tempo t. 

Identificando a velocidade total  txu ii ,)()( , a solução numérica da equação (4.7) é 

obtida utilizando-se um esquema de avanço de primeira ordem de Euler (FERZIGER, 

1981). Este esquema corresponde a uma primeira aproximação da solução da equação do 

avanço advectivo e resulta em: 

(4.8) 

sendo a velocidade total u   induzida sobre cada vórtice discreto e assim formada pelas 

contribuições do escoamento incidente, iu , da velocidade induzida pela fronteira sólida, 

cu , e da velocidade induzida pela nuvem de vórtices discretos, vu . O vetor velocidade 

instantânea do fluido é, então: 
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(4.9) 

No presente estudo, onde o ângulo de ataque do escoamento incidente é assumido 

como 0 , o escoamento incidente, iu , é representado pelo escoamento uniforme na 

direção longitudinal (Figura 4.1). Em termos de componentes nas direções dos eixos dos 

x e dos y, tem-se, respectivamente: 

(4.10) 

(4.11) 

 

Figura 4.1: Escoamento viscoso ao redor de um cilindro circular. 

O Método dos Painéis vem a contribuir de forma fundamental na solução do 

problema potencial (KATZ & PLOTKIN, 1991) no contexto do M.V.D. e na solução da 

contribuição da velocidade induzida pelo corpo no modelo de camada limite 

desenvolvido neste trabalho. O Método dos Painéis possibilita o estudo do escoamento 

ao redor de corpos das mais diversas geometrias. Este método tem como característica 

marcante a discretização da superfície de um corpo de forma qualquer e conhecida em 

segmentos planos (os painéis retos) ou curvos (os painéis curvos) e a distribuição de 

singularidades sobre tais segmentos de forma a garantir a verificação das condições de 

contorno em cada ponto de controle dos painéis; veja a Figura (4.2). 

Como comentado na Seção 2.6, uma das desvantagens do Método dos Painéis é que 

ele garante as condições de contorno em apenas um único ponto de cada painel (ponto de 

controle), e não ao longo de todo o comprimento do painel ou da própria superfície real 

do corpo. Deve-se ressaltar, ainda, que o polígono formado pelos painéis representa uma 

vci uuuu  

1iu

0iv



  62 

aproximação de uma superfície sólida real e que, neste trabalho, os painéis têm 

comprimentos iguais. 

 

Figura 4.2: Discretização da superfície do corpo em MB painéis planos. 

No que concerne à escolha do tipo de singularidade, pode-se optar por uma 

distribuição com densidade concentrada, constante ou linear ao longo de cada painel. No 

presente trabalho são utilizados painéis planos, sobre os quais se distribuem 

singularidades do tipo fontes com densidade constante (ou uniforme), )(x , como mostra 

a Figura (4.3), retirada de Katz & Plotkin (1991). Sendo assim, neste estudo, impõe-se a 

condição de velocidade normal nula, ou seja, a condição de impenetrabilidade (condição 

de contorno de Neumann) sobre cada ponto de controle, que em essência representa a 

superfície discretizada do corpo. 

 

Figura 4.3: Distribuição constante de fontes sobre o eixo x. 

Para satisfazer a condição de contorno de Neumann é verificado: 
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(4.12) 

sendo  a função potencial de velocidades utilizada para impor a condição de velocidades 

normais nulas sobre as superfícies discretizada de 1S  e 2S  durante o cálculo da solução 

potencial clássica. 

Considera-se um sistema de coordenadas fixo em um painel, como representado na 

Figura (4.3), adaptada de Katz & Plotkin (1991). Os componentes da velocidade nas 

direções de x e de y induzidos no ponto  yx,P  devido à distribuição de fontes com 

densidade constante,  xσ , ao longo de um painel com comprimento  12 xx   valem, 

respectivamente: 

4.13) 

 

(4.14) 

 

 

Figura 4.4: Velocidade induzida no ponto P(x,y) por uma distribuição de fontes 

com densidade constante,  xσ , ao longo de uma superfície de comprimento ( 12 xx  ). 

Resolvendo-se as duas integrais acima, obtém-se: 

(4.15) 
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(4.16) 

onde: 

(4.17) 

 

(4.18)  

A indução de velocidades na direção de x para  0y  de um painel sobre ele 

mesmo, considerando a Figura (4.4), é dada pela equação (KATZ & PLOTKIN, 1991): 

(4.19) 

Os componentes da velocidade induzida por um painel de fontes com densidade 

uniforme são calculados pela Eq. (4.15) e pela Eq.(4.16). Este cálculo é feito inicialmente 

para o referencial localizado sobre o painel; veja a Figura (4.4). Em seguida, estes 

componentes de velocidade são projetados na direção normal ao ponto de controle do 

painel para a imposição da condição de impenetrabilidade. A velocidade normal obtida, 

após a projeção dos componentes da velocidade, deve ser escrita no referencial inercial 

(x, o, y), como definido na Figura (3.1). 

As fontes com densidades uniforme, sobre cada painel, induzem velocidade radial. 

As velocidades induzidas pelas fontes serão decompostas nas direções normal e 

tangencial (em relação a cada painel plano) para impor as condições de contorno. Quando 

aplicada aos M painéis (pontos de controle dos painéis), que incluem o corpo e o solo, a 

condição de contorno de Neumann pode ser expressa na forma matricial descrita na Eq. 

(4.20), e constitui-se em um sistema linear de equações algébricas, cuja incógnita 

representa a densidade uniforme de fontes; outra forma para se escrever tal sistema segue 

na Eq. (4.21). 
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                (4.20) 

(4.21) 

sendo: 

[COUPS] s

ijK  um elemento da matriz de influência que representa a velocidade normal 

induzida pelo painel j no ponto de controle do painel i, quando se tem uma distribuição 

de fontes com densidade uniforme e unitária sobre o painel j; 

{SIGMA} jσ  um vetor representativo da distribuição uniforme de fontes sobre o painel j 

(incógnita do problema); 

{RHSS} um vetor coluna lado direito da equação matricial (do Inglês, Right Hand Sides), 

o qual possui M elementos, e representa a velocidade normal total induzida no ponto de 

controle do painel i devido às contribuições do escoamento incidente e da nuvem de 

vórtices discretos (a nuvem de vórtices discretos também contribui a partir da solução do 

escoamento potencial, isto é, da geração de vórtices discretos no domínio fluido). 

Devido ao movimento oscilatório do cilindro circular em relação ao sistema inercial 

(x,o,y), os coeficientes da matriz de fontes são atualizados a cada instante de tempo para 

impor corretamente a influência da oscilação forçada sobre a velocidade total induzida 

nos pontos de controle em cada painel. Sobre o corpo discretizado na fronteira  2S

existem, portanto, coeficientes constantes e coeficientes variáveis na matriz de influência 

devidos a presença do corpo oscilante; veja a Eq. (4.21). 

  }{}{ RHSSSIGMACOUPS 
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Os coeficientes da forma 11kj
K , 11 jk

K , 22kj
K , 22 jk

K  são constantes, pois representam 

indução entre painéis de um mesmo corpo. Já os coeficientes da forma 21 jj
K , 12 jj

K , 21kj
K

, 12 jk
K , 21 jk

K , 12 kj
K , 21kk

K , 12kk
K  variam de acordo com o movimento oscilatório do 

corpo. O índice 
1j  refere-se ao painel número j  do chão e o índice 2k  refere-se ao painel 

número k  do cilindro circular, por exemplo. 

Esta condição é necessária para a montagem dos coeficientes da equação matricial 

de fontes caracterizando um problema de fronteira móvel. O M.V.D. é facilmente 

adaptado a esta situação. 

O cálculo do vetor coluna lado direito fontes para o ponto de controle do painel plano 

genérico 1k , pertencente ao chão, é calculado como: 

(4.22) 

e para o ponto de controle do painel plano genérico 2k , pertencente ao corpo que oscila, 

é calculado como: 

(4.23) 

sendo iu  e iv  os componentes do vetor velocidade do escoamento não perturbado, oscu  e 

oscv os componentes respectivos das velocidades de oscilação longitudinal e transversal 

do corpo, 
jk

u
,1  e 

jk
v

,1  os componentes da velocidade total induzida pela nuvem de vórtices 

discretos ( Nj ,1 ) no ponto de controle 1k , 
jk

u
,2  e 

jk
v

,2  os componentes da velocidade 

total induzida pela nuvem de vórtices discretos ( Nj ,1 ) no ponto de controle 2k , 1pk
th  

o ângulo de orientação do painel 
1k e 2pk

th  o ângulo de orientação do painel 
2k . 

O cálculo da velocidade induzida pelas duas superfícies  21, SS  é feito no sistema 

de coordenadas fixo (x,o,y) ao solo; veja na Figura (3.1). 

       1111111 cossincossin
,, pkjkpkjkpkipkik

thvthuththuRHSS  

           2212222 cossincossin
,, pkjkpkjkpkoscipkoscik

thvthuthvvthuuRHSS 
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A Eq. (4.22) mostra que o efeito da vibração do corpo, que está representado por 

oscX  e oscY , provoca uma distribuição de singularidades adicional sobre a superfície 

discretizada deste corpo. Isto permite concluir que as velocidades induzidas devido a estas 

novas singularidades, também influenciam no cálculo dos efeitos advectivos e das cargas 

fluidodinâmicas. 

A contribuição da nuvem de vórtices discretos para o cálculo do campo de 

velocidades é obtida através da Lei de Biot-Savart. O cálculo da contribuição da nuvem 

de vórtices discretos presente na região fluida (interação vórtice-vórtice) é a etapa que 

consome maior tempo de processamento, pois o número de operações realizadas por um 

processador é proporcional ao quadrado do número total N de vórtices discretos presentes 

no domínio. 

Os componentes nas direções x e y da velocidade total induzida no vórtice discreto 

k pelos demais vórtices discretos são calculado conforme equações abaixo: 

(4.24) 

 

(4.25) 

 

Veja no Apêndice A, mais detalhes sobre a expressão para o cálculo da velocidade 

tangencial induzida por um vórtice discreto de Lamb usando a Lei de Biot-Savart. 

4.3 Difusão da Vorticidade 

No cálculo numérico da evolução do campo de vorticidade, utiliza-se o algoritmo 

proposto por Chorin (1973), que se baseia na separação dos problemas da advecção e da 

difusão da vorticidade, conforme visto na Seção 4.2.  Na Eq. (4.4) está evidenciado que 

o processo de difusão de vorticidade é o responsável pela inclusão dos efeitos viscosos 

do fluido através da presença do número de Reynolds do escoamento. 
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 O Método do Avanço Randômico é uma técnica probabilística bastante utilizada 

para a solução do problema da difusão da vorticidade. Esta técnica foi inspirada no 

trabalho de Einstein (1956), originalmente proposto com a finalidade de simular o 

movimento browniano de partículas. Lewis (1991) popularizou o método sendo 

característico de escoamentos com números de Reynolds elevados (MUSTTO et al., 1998 

e ALCÂNTARA PEREIRA, et al., 1999). O princípio deste método se baseia nos 

deslocamentos randômicos de partículas que carregam vorticidade de modo a simular o 

espalhamento do campo de vorticidades para regiões irrotacionais do escoamento. Outros 

detalhes sobre o Método de Avanço Randômico podem ser encontrados no trabalho de 

Ghoniem & Sherman (1985). 

Considera-se inicialmente um vórtice discreto arbitrário (i) pertencente a uma nuvem 

de vórtices discretos e que, no instante t, se localiza na posição )(
)(

tx
i

. Esta técnica 

possibilita a cada vórtice discreto da nuvem um avanço randômico definido por 

 ddd yxZ , . Se o avanço advectivo for calculado utilizando o esquema de avanço de 

primeira ordem de Euler dado pela Eq. (4.8), então o vórtice discreto (i) deve ser 

posicionado de acordo com: 

d

iiii

Zttxutxttx  ),()()(
)()()()(

 

 Os componentes  e  do vetor avanço randômico dZ , na forma adimensional, 

são definidos como: 

    (4.26) 

    (4.27) 

onde  e  são números randômicos pertencentes ao intervalo entre 0 e 1. 

dx dy
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4.4 Geração da Vorticidade 

A vorticidade é uma das grandezas físicas mais importantes em mecânica dos fluidos. 

Camada limite, ondas, turbulência e muitos outros fenômenos da hidrodinâmica não 

linear estão ligados com o conceito de vorticidade (MORTEN et al., 2014).  No problema 

proposto no capítulo 3, a vorticidade é gerada quando o escoamento viscoso avança sobre 

a superfície do corpo provocando a formação da camada limite hidrodinâmica.  A 

manifestação dos efeitos viscosos, pertinentes ao contato do fluido com a fronteira sólida, 

desenvolve um perfil de velocidades com rotação das partículas fluidas. A separação da 

camada limite só irá ocorrer na presença de um gradiente de pressão adverso. 

O conceito do mecanismo de geração da vorticidade é apresentado a partir das 

equações de Navier-Stokes na forma vetorial e adimensional: 

(4.28) 

 

Assumindo-se um escoamento bidimensional e supondo que ele se desenvolve no 

semiplano superior no qual o eixo real representa uma superfície plana sólida (y = 0), 

deve-se impor a condição de aderência sobre a superfície plana (Figura 4.5). O resultado 

obtido é: 

(4.29) 

 

A Eq.(4.29) representa a geração da vorticidade sobre a superfície plana sólida 

coincidente com o eixo dos x. A derivada do lado direito da equação representa o 

escoamento de vorticidade que atravessa a superfície plana. Como não existe movimento 

de massa para y < 0, este escoamento de vorticidade representa a quantidade de 

vorticidade que está sendo gerada a partir da superfície durante um intervalo de tempo t. 

O lado esquerdo da Eq.(4.29) especifica a vorticidade gerada na superfície. Caso o 

gradiente de pressão seja favorável haverá geração de vorticidade, pois o escoamento se 

torna positivo. No caso contrário, se o gradiente de pressão é desfavorável, haverá 

destruição da vorticidade e o escoamento passa a ser negativo. Muito próximo da 

superfície sólida a velocidade de advecção é muito pequena e este mecanismo pode ser 
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interpretado como um processo de difusão primária da vorticidade (ALCÂNTARA 

PEREIRA, 1999). 

 

Figura 4.5: Representação da vorticidade gerada a partir de uma superfície plana 

por vórtices discretos de Lamb. (Adaptada de MORAES, 2011) 

Na implementação numérica do M.V.D., o processo de geração de vorticidade se 

relaciona com a especificação da condição de escorregamento-nulo dada pela Eq. (3.18). 

Para garantir a condição de escorregamento-nulo sobre o ponto de controle de cada painel, 

distribuem-se vórtices discretos de Lamb nascentes nas suas vizinhanças (veja a Figura 

4.6 e outros detalhes no Apêndice A). 

 

Figura 4.6: Posição de geração de um vórtice discreto de Lamb 

Os vórtices discretos nascentes são posicionados de tal maneira que tangenciem o 

ponto de controle de cada painel (ALCÂNTARA PEREIRA, 1999). O centro de cada 

vórtice discreto está localizado em o  , como mostrado na Figura (4.6). Para cada 

novo incremento de tempo t  decorrido surgem novos vórtices discretos tangenciando 

os pontos de controle de todos os painéis que discretizam a superfície do corpo. Esta 

geração se deve à dinâmica da vorticidade e aos efeitos de V.I.V. 

 Neste trabalho a técnica de reflexão é utilizada para assegurar que os vórtices 

discretos que migrarem para o interior de uma fronteira sólida sejam devolvidos ao 



  71 

domínio fluido. Como o processo da difusão é estatístico, alguns vórtices podem violar a 

condição de parede não porosa devendo, portanto, ser refletidos. Autores como Ricci 

(2002) e Bimbato (2012) utilizaram esta técnica para solucionar este inconveniente. 

Assim, neste trabalho faz-se uso da reflexão dos vórtices discretos que migrarem para o 

interior do corpo de volta ao domínio fluido. 

De maneira análoga à equação matricial de fontes, Eq. (4.24), esquematiza-se a 

equação matricial para a geração de novos vórtices discretos, tal que: 

             (4.30) 

A Eq. (4.30) representa um sistema linear de equações algébricas, cuja incógnita 

representa a intensidade dos vórtices discretos de Lamb nascentes. Outra forma de 

representação da equação matricial é dada por: 

(4.31) 

sendo: 

 a matriz de influência de vórtices discretos nascentes. Cada coeficiente da 

matriz de influência representa a velocidade tangencial induzida no ponto de controle de 

um painel por um vórtice discreto de Lamb nascente com intensidade unitária localizado 

nas proximidades de outro painel; 

 o vetor incógnita de vórtices discretos nascentes; 

 COUPV

 GAMMA

    RHSVGAMMACOUPV 
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 o vetor coluna lado direito de vórtices discretos. 

O cálculo do vetor coluna lado direito vórtices para o ponto de controle do painel 

plano genérico k2, pertencente ao cilindro circular, é calculado como: 

 

(4.32) 

sendo iu  e iv  os componentes do vetor velocidade do escoamento não perturbado, oscu  e 

oscv os componentes respectivos da velocidade de vibração longitudinal e transversal do 

corpo, 
jk

u
,1  e 

jk
v

,1  os componentes da velocidade total induzida pela nuvem de vórtices 

discretos ( Nj ,1 ) no ponto de controle 1k , 
jk

u
,2  e 

jk
v

,2  os componentes da velocidade 

total induzida pela nuvem de vórtices discretos ( Nj ,1 ) no ponto de controle 2k , 1pk
th  

o ângulo de orientação do painel 
1k e 2pk

th  o ângulo de orientação do painel 
2k . 

4.5 Conservação da Massa e Conservação da Circulação 

Global 

No problema estudado é verificado o Princípio de Conservação da Massa e o 

Princípio da Conservação da Circulação Global. O balanço de massa é verificado através 

da equação matricial de fontes (Equação 4.20) onde se adiciona mais uma equação para 

verificar a conservação da massa durante a simulação numérica. A conservação de massa 

é verificada através dos termos de geração de fontes e sumidouros na superfície do corpo. 

A equação adicional para o balanço de massa em cada instante de tempo da simulação 

numérica é dada por: 

(4.33) 

 

sendo M o número total de painéis planos utilizados para a discretização da superfície do 

cilindro circular e da superfície plana.  

 RHSV
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Na teoria potencial a condição de conservação da circulação é imposta ao longo do 

domínio fluido  , sendo que para um corpo rombudo é expressa por: 

(4.34) 

A conservação da circulação global é verificada em todos os instantes da simulação 

através do seguinte balanço: 

(4.35) 

Para verificar a conservação da circulação global durante a simulação, é adicionada 

uma nova equação à equação matricial de vórtices discretos nascentes, Eq. (4.36). A 

equação que verifica o balanço de circulação em cada instante de tempo é dada por: 

(4.36) 

 

 

uma vez que no primeiro instante de tempo da simulação numérica não existe a presença 

de vórtices discretos no domínio fluido. 

4.6 Cargas Fluidodinâmicas 

O escoamento sobre o cilindro circular descrito no capítulo 3 exerce forças 

resultantes sobre a superfície deste corpo. Existem duas contribuições para estas forças 

que resultam da ação da pressão estática e da ação da tensão cisalhante.  As grandezas de 

maior interesse neste estudo relacionadas às cargas fluidodinâmicas são: a distribuição de 

pressões estática sobre a superfície do corpo (cargas distribuídas) e as forças de arrasto e 

sustentação (cargas integradas). 

O desenvolvimento numérico apresentado a seguir permite obter os valores das 

cargas fluidodinâmicas provenientes da geração e desprendimento de estruturas 

vorticosas através da metodologia apresentada no trabalho de Ricci (2002). Na E.T.V. 

(veja a Eq. (3.21) verifica-se a ausência do termo de pressões. Este termo não se faz 

presente, pois o rotacional do campo de pressões é igual à zero. 
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Para o cálculo do campo de pressões parte-se da metodologia proposta por 

Kamemoto (1994), onde se aplica o operador divergente nas equações de Navier-Stokes 

(Eq. 3,17) e, através da equação da continuidade (Eq. 3.16), se obtém uma equação de 

Poisson para a pressão, a qual pode ser resolvida utilizando-se um esquema de diferenças 

finitas. 

 Com este procedimento, o campo de pressões, em qualquer ponto da região fluida, 

pode ser calculado integrando-se a função de Bernoulli, definida por Uhlman (1992) 

como: 

(4.37) 

 

O trabalho de Shintani & Akamatsu (1994) apresenta uma formulação mais 

apropriada para ser incorporada ao M.V.D. Lagrangeano, onde é necessário conhecer 

apenas o campo de velocidades e o campo de vorticidades disponíveis em todos os 

instantes da simulação numérica. A equação integral é dada por: 

(4.38) 

onde: 

 em  (domínio fluido do problema) ou 

 em 2S  (superfície de corpos) 

 corresponde à solução fundamental da equação de Laplace. 

As integrais presentes na Eq. (4.38) são resolvidas numericamente. No trabalho de 

Ricci (2002) encontram-se todos os desenvolvimentos da dedução completa para a 

seguinte equação (que permite determinar o valor da pressão no ponto ): 

 

 (4.39) 
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A Equação (4.39) discretizada, para ser resolvida numericamente, assume a seguinte 

forma numérica: 
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Uma técnica semelhante ao Método dos Painéis resolve a Eq. (4.40) agrupando o 

primeiro somatório numa matriz de influência de pressão, chamada Ap, e os dois últimos 

somatórios num vetor coluna lado direito de pressão chamado Ld, respectivamente. 

Assim, a Eq. (4.40) é escrita na seguinte forma discretizada: 

(4.41) 

 

O vetor coluna lado direto da equação pode ser escrito como: 

(4.42) 

 

A aplicação da Eq. (4.42) aos  painéis que discretizam a superfície do cilindro 

circular e do chão resulta na seguinte equação matricial para a pressão: 

(4.43) 

Conhecidos os valores da incógnita Y para os M painéis, obtêm-se os valores do 

coeficiente de pressão para cada painel plano, ou seja: 

(4.44) 

As forças fluidodinâmicas são obtidas pela integração da pressão ao longo da 

superfície discretizada do cilindro circular. A força de arrasto de forma atua em cada 

painel plano na mesma direção do escoamento incidente, ao passo que a força de 

sustentação atua em cada painel plano na direção normal à direção do escoamento 
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incidente. As contribuições de cada painel para a força de arrasto de forma e para a força 

de sustentação são, respectivamente: 

(4.45) 

 

(4.46) 

 

onde  é o a pressão no ponto de controle do painel ,  é a pressão do escoamento 

não perturbado, Sj  é o comprimento do painel plano j e thpj é o ângulo de orientação do 

painel plano  j. 

A adimensionalização das equações anteriores resulta nas expressões para a obtenção 

do coeficiente de arrasto de forma e do coeficiente de sustentação, respectivamente: 

(4.47) 

 

(4.48) 
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Capítulo 5  

 

RESULTADOS 

5.1 Introdução 

Neste capítulo apresentam-se os resultados numéricos obtidos do programa TWO-

DEGREES-OF-FREEDOMFOR desenvolvido em linguagem de programação 

FORTRAN para simular numericamente um escoamento bidimensional, incompressível e 

em regime não permanente de um fluido Newtoniano com propriedades termodinâmicas 

constantes ao redor de um cilindro circular isolado e que vibra forçadamente numa região 

fluida de grandes dimensões. O código computacional elaborado tem o intuito de 

promover análises numéricas de carregamentos fluidodinâmicos atuantes sobre o corpo 

estacionário ou oscilando, sendo possibilitada ao último a inserção de uma oscilação com 

até dois graus de liberdade. Veja o Apêndice B. 

Os resultados numéricos obtidos para o cilindro circular fixo são apresentados e 

comparados com os resultados experimentais da literatura (BLEVINS, 1984) para, assim, 

validar o algoritmo proposto.  

Para análise da oscilação forçada é necessário, primeiramente, validar as novas 

rotinas implementadas que simulam os efeitos de oscilações do cilindro circular. Portanto, 

diversas análises são realizadas para o corpo oscilando longitudinalmente (in-line) em 

relação ao escoamento incidente, a fim de validar os resultados obtidos com os resultados 

clássicos de padrões de esteira encontrados na literatura (ONGOREN & ROCKWELL, 
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1988). De maneira análoga, realizam-se análises de oscilações transversais ao escoamento 

incidente para analisar a influência dos efeitos de vibrações forçadas com até dois graus 

de liberdade. 

A apresentação dos resultados numéricos tem como finalidades: 

▪ Definição e aferição dos parâmetros numéricos variáveis na simulação numérica 

utilizada através do algoritmo do M.V.D. 

▪ Cálculo dos coeficientes de força de arrasto e de força de sustentação e do 

coeficiente de pressão para uma descrição física do comportamento de regimes de 

formação de vórtices a partir da superfície do corpo. 

▪ Descrição da influência da imposição de oscilação forçada transversal sobre um 

cilindro oscilando na mesma direção do escoamento incidente no que se refere aos 

tipos de regimes de formação de vórtices encontrados. 

▪ Identificação de situações de lock-in para oscilações forçadas do cilindro circular 

com dois graus de liberdade e posterior relacionamento dos resultados com os 

parâmetros numéricos adotados. 

▪ Análise da influência da variação da frequência de oscilação e da amplitude de 

oscilação na direção transversal ao escoamento sobre o regime de formação de 

vórtices. 

5.2  Parâmetros utilizados na simulação numérica 

O modelo matemático e físico e, também, o código numérico desenvolvido são 

caracterizados por alguns parâmetros essenciais para a solução do problema. Tais 

parâmetros são divididos em duas classes, a primeira relacionada ao fenômeno físico e a 

segunda relacionada ao método numérico. Os parâmetros relacionados ao fenômeno 

físico são: 

a) Número de Reynolds (Re) 

Valores altos do número de Reynolds representam a faixa de interesse prático para 

estudos de V.I.V.. Valores da ordem de 65 10Re10   mostram-se apropriados para a 

formulação do presente trabalho, sendo adotado o valor de 510Re   em todos os casos 
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simulados. O Método do Avanço Randômico se mostra apropriado na solução da difusão 

da vorticidade via M.V.D. para o nível de discretização adotado neste trabalho.  

b) Ângulo de ataque para o escoamento incidente ( ) 

É um ângulo definido em aviação pelo ângulo formado entre a corda do aerofólio e 

a direção do seu movimento relativo ao ar, ou melhor, em relação ao escoamento aparente. 

Este ângulo simula perfis fluidodinâmicos e, no presente estudo (cilindro circular), é 

considerado como sendo igual a zero. 

c) Raio do Núcleo do Vórtice de Lamb  o  

O valor do raio do núcleo do vórtice de Lamb, o , é adotado como sendo o mesmo 

valor da posição de nascimento dos vórtices discretos (ε), ao longo da superfície 

discretizada do cilindro circular (veja a Figura 4.6). Esta escolha permite que um vórtice 

discreto gerado se localize a uma distância (ε) sobre uma normal que passa pelo ponto de 

controle do painel; o vórtice discreto sempre tangencia o ponto de controle. 

O raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb é estimado da seguinte forma 

(MUSTTO, 1998): 

(5.1) 

Para 05,0t  e 
510Re  , o valor do raio do núcleo do vórtice de Lamb é 

0032,0o . Contudo, aferiu-se este valor para as condições do trabalho e utilizou-se o 

valor de 001,0o . Mais detalhes sobre a definição do cálculo do raio do núcleo do 

vórtice discreto de Lamb estão discutidos no Apêndice A. 

d) Amplitude de oscilação longitudinal (in-line) do corpo ( XA ) 

A amplitude de oscilação in-line adotada é de 13,0XA para todos os casos que 

simulam oscilações forçadas na mesma direção do escoamento. Conforme especificado 

no trabalho de Oregon & Rockwell (1988), este valor de amplitude é suficiente para o 

controle da estrutura de formação de vórtices na esteira do cilindro. No trabalho os autores 

utilizaram um canal de recirculação de água e Re=855. 

e) Amplitude de oscilação transversal (cross-flow) do corpo ( YA ) 

Re
48364,4

t
o
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A amplitude de oscilação transversal é adotada igual a amplitude de oscilação 

longitudinal, ou seja, 13,0 YX AA . Apenas para o caso simulado na Seção 5.6.4 a 

amplitude de oscilação transversal ao escoamento ( YA ) assume valores entre 

6,004,0  YA . A finalidade deste estudo é analisar a influência deste parâmetro nos 

resultados das cargas fluidodinâmicas e nos padrões de esteira. 

f) Frequência de oscilação longitudinal (in-line) do corpo ( Xf ) 

Para os casos simulados neste trabalho a frequência de oscilação longitudinal possui 

valores entre 2567,1  Xf . Nesta faixa são encontrados casos onde o fenômeno de 

lock-in é evidente para uma amplitude de oscilação de 13,0XA com um grau de 

liberdade e na mesma direção do escoamento incidente. Estes mesmos casos são 

observados posteriormente para oscilações forçadas com dois graus de liberdade do 

cilindro circular, mantendo a frequência de oscilação longitudinal igual a frequência de 

oscilação transversal ( YX ff  ). 

g) Frequência de oscilação transversal (cross-flow) do corpo ( Yf ) 

A faixa de valores estudados para a frequência de oscilação transversal está entre 

2567,1  Xf . Em todos os casos de frequência de oscilação longitudinal que 

apresentam o fenômeno de lock-in, é imposto, também, uma frequência de oscilação 

transversal de mesmo valor ( YX ff  ) para avaliar a influência desta nova vibração 

forçada no sentido transversal ao escoamento. 

Os parâmetros relacionados à simulação numérica são: 

a) Número de painéis (M) 

A superfície do cilindro circular é discretizada e representada por um número MB de 

painéis planos, sobre os quais se distribuem singularidades do tipo fontes com densidade 

uniforme. Em todas as análises a superfície do cilindro circular foi discretizada em MB = 

300 painéis planos de comprimentos iguais. 

b) Incremento de tempo ( t ) 
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O incremento de tempo nas simulações numéricas é fixado no valor adimensional de 

05,0t . Este valor de incremento de tempo é compatível com a ordem de grandeza do 

esquema de avanço de primeira ordem de Euler utilizado no processo advectivo da 

vorticidade conforme expressão apresentada por Mustto et al. (1998): 

(5.2) 

onde 0 < k < 1 e M é o número de painéis que discretizam a superfície do corpo e a 

superfície plana. 

As simulações numéricas, nos casos de cilindro circular oscilando, são realizadas 

com 1.500 avanços no tempo, resultando em tempos adimensionais finais iguais a t =75. 

Este tempo adimensional se mostrou eficaz para análise do regime do desprendimento de 

vórtices e permite o cálculo das cargas fluidodinâmicas atuantes e da frequência de 

emissão de vórtices. 

c) Posição de desprendimento dos vórtices discretos ( ) 

A posição de geração dos vórtices discretos ( ) apresenta o mesmo valor numérico 

do raio do núcleo do vórtice de Lamb ( o ), permitindo assim, que os vórtices nascentes 

estejam sempre posicionados tangenciando o ponto de controle dos painéis planos (veja 

novamente a Figura 4.6). As simulações numéricas adotam  = o =0,001. 

Resumindo, na Tabela (5.1) são apresentados os valores adotados; estes valores 

resultam de testes realizados com um cilindro circular isolado e estacionário até que os 

carregamentos fluidodinâmicos atuantes resultem em valores coerentes com os resultados 

experimentais disponíveis na literatura. Veja a Seção 5.3.  

 

 

 

 

 

M

k
t
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Tabela 5.1:Parâmetros de entrada utilizados na simulação numérica de acordo com 

o arquivo de entrada do programa computacional 

Parâmetro Descrição 

𝑠𝑡𝑜𝑝 Número total de avanços de tempo na simulação 

𝑜𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 = 2 Opção para definir corpo fixo ou oscilante 

𝑡𝑐𝑘 = 0,50 Raio do cilindro 

𝑔𝑚𝑖𝑛 = 1.000 Distância entre o corpo e o chão (se opção=2) 

𝑙𝑚 = 1,00 Comprimento de cada módulo para definir o chão (se opção=2) 

𝑛 = 3 Número de módulos antes do centro do corpo (se opção=2) 

𝑛𝑚 = 10 Número de módulo (se opção=2) 

𝑛𝑝 = 10 Número de painéis em cada módulo (se opção=2) 

𝑀𝐵 = 300 Número de painéis inscritos distribuídos no corpo 

𝑈 = 1,00 Velocidade incidente adimensionalizada 

𝛼 = 0 Ângulo de ataque 

∆𝑡= 0,05 Incremento de tempo 

𝜀 = 0,0010 Posição de desprendimento de vórtices discretos 

𝜎0 =  0,0010 Raio do núcleo do vórtice de Lamb 

𝑅𝑒 =  100.000 Número de Reynolds 

𝐴𝑥 Amplitude da oscilação in-line 

𝐴𝑦 Amplitude da oscilação cross-flow 

𝑓𝑥 Frequência da oscilação in-line 

𝑓𝑦 Frequência da oscilação cross-flow 

  

5.3 Cilindro circular estacionário e isolado 

O escoamento ao redor de um cilindro circular isolado e estacionário é o ponto de 

partida para o entendimento do regime de formação de vórtices e para a validação do 

algoritmo desenvolvido neste trabalho. Assim, a simulação numérica se baseou na 

condição de um escoamento bidimensional e incompressível de um fluido Newtoniano 

de propriedades constantes em uma região fluida de grande dimensão. Os resultados 
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numéricos obtidos para as cargas fluidodinâmicas integradas (força de arrasto e força de 

sustentação) e para as cargas fluidodinâmicas distribuídas (coeficiente de pressão) foram 

comparados com resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura. 

As instabilidades locais ocasionadas no corpo são relacionadas com a frequência de 

desprendimento de vórtices, como descrito por Strouhal (1878). O número de Strouhal é 

o parâmetro associado à frequência de emissão de vórtices (Equação 2.2), e para um corpo 

que também oscila, se define um número de Strouhal associado à frequência de oscilação 

do corpo. 

Número de Strouhal associado à frequência de emissão de vórtices para cilindro 

circular isolado e sem oscilação (St) 

(5.3) 

Número de Strouhal associado à frequência de vibração forçada do corpo ( oscf ) 

(5.4) 

onde CLf  é a frequência de desprendimento de vórtices, oscf  é a frequência de oscilação 

do corpo, U  é a velocidade do escoamento incidente, d é o diâmetro do corpo. 

O entendimento do clássico modelo experimental desenvolvido por Blevins (1984) 

caracteriza-se pelo estudo do regime de formação de vórtices em um cilindro circular 

estacionário e isolado, onde o escoamento é submetido a um número de Reynolds igual à 

Re=105. Os resultados numéricos obtidos para a média do coeficiente de arrasto, do 

coeficiente de sustentação e do número de Strouhal são comparados com os resultados 

obtidos experimentalmente por Blevins (veja a Tabela 5.2).  

O modelo numérico elaborado no presente trabalho embasou-se nos resultados 

experimentais de Blevins (1984), com 10% de incerteza, como primeira aferição do 

código. Os valores numéricos representam médias calculadas sobre um intervalo de 

tempo adimensional estimado entre t = 13,50 e t = 40,00. Calculou-se 800 interações para 

o caso do cilindro circular estacionário pois os resultados são precisos nesta situação. 

 

U

df
St CL

U

df
St osc

osc 
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Tabela 5.2: Valores calculados do coeficiente de arrasto e número de Strouhal para 

um cilindro de seção circular isolado e estacionário. 

 DC  
LC  CDSt  CLSt  

sep  

Experimental 1,20±10% -------- -------- 0,19±10% 82° 

Presente 

Simulação 
1,20 0,02 0,4206 0,2103 78° 

*Valor obtido via Transformada Rápida de Fourier aplicada à curva da história temporal 

do coeficiente de sustentação LC . 

Na Tabela (5.2) os resultados numéricos para o número de Strouhal foram 

calculados através da Transformada Rápida de Fourier (T.R.F. ou F.F.T.) nas curvas de 

coeficientes fluidodinâmicos integrados (veja Figura 5.1). 

 

Figura 5.1: Número de Strouhal via Transformada Rápida de Fourier (TRF) 

A comparação entre os resultados se mostra satisfatória em vista da aproximação 

com os valores experimentais de Blevins (1984). Os resultados numéricos permitem uma 

análise detalhada das cargas fluidodinâmicas atuantes sobre a superfície do corpo ao 

longo de um tempo determinado, conforme Figura (5.2). Observa-se a existência de um 

transiente numérico até aproximadamente 13t . Após este transiente, os coeficientes de 

sustentação e arrasto começam a oscilar. Uma característica intrínseca observada e que 

valida os resultados é a curva do coeficiente de arrasto oscilar com o dobro da frequência 
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de oscilação da curva que representa o coeficiente de sustentação. Para cada oscilação do 

coeficiente de arrasto ocorre o desprendimento de uma estrutura vorticosa pela parte 

superior ou inferior do cilindro circular; já para um período de oscilação do coeficiente 

de sustentação ocorre o desprendimento de um par de estruturas vorticosas 

contrarrotativas. 

 A Figura (5.2) são detalhadas características físicas do escoamento através do 

cilindro circular estacionário de acordo com o mecanismo descrito por Gerrard (1966). 

 

Figura 5.2: Cargas fluidodinâmicas integradas (sem oscilação). 

Espera-se encontrar o desprendimento de um par de estruturas vorticosas alternadas 

contrarrotativas durante um período da curva do coeficiente de sustentação. Portanto, 

caracteriza-se os pontos A, B, C, D e E, como indicados na Figura (5.2).  

A análise do desprendimento das estruturas vorticosas através do campo de pressões 

atuante na superfície do cilindro circular é demonstrada a seguir.  Na Figura (5.3) o ângulo 

 define a posição angular de cada ponto de controle sobre a superfície discretizada do 

corpo, onde o valor do coeficiente de pressão é obtido numericamente. 
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Figura 5.3: Orientação do ângulo para a distribuição do coeficiente de pressão  

A Figura (5.4) apresenta a posição dos vórtices discretos na esteira do presente caso 

simulado no instante t = 40. Observa-se o agrupamento de vórtices que são 

alternadamente desprendidos a partir da superfície do corpo formando a esteira de Von 

Kármán. 

 

Figura 5.4: Evolução da vorticidade após 800 iterações (sem oscilação) 

A Figura (5.4), embora seja bastante ilustrativa, não consegue descrever claramente 

o comportamento de desprendimento dos vórtices discretos. Para isto, é necessário 

analisar os pontos indicados por A, B, C, D e E na Figura (5.2). As distribuições 

instantâneas do coeficiente de pressão ao longo da superfície discretizada do cilindro 

circular para estes mesmos pontos estão apresentadas na Figura (5.5). 

A curva identificada como mCp  na Figura (5.5) representa a distribuição do 

coeficiente médio da pressão, que é calculada entre t = 32,80 e t = 37,45. Na Figura (5.5), 

considerando a curva do mCp , observa-se que a camada limite separa laminarmente entre 

um ângulo 
78  e 

82 . O resultado obtido numericamente para o ângulo de 

separação da camada limite é coincidente com o resultado experimental apresentado por 

Achenbach (1968) para Re=105, conforme Figura (5.6). Blevins (1984) apresentou o 

resultado de 82. 
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Figura 5.5: Distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro circular estacionário e isolado. 

 

Figura 5.6: Distribuição de pressão e atrito de forma em cilindro circular. (Retirada 

de ACHENBACH, 1968) 

O ponto A indica o instante de tempo t = 32,80 e, neste momento, atua uma força de 

sustentação positiva e uma força de arrasto que está crescendo no cilindro circular, 

conforme Figura (5.2). Verifica-se o nascimento de um vórtice na parte superior do 

cilindro (Figura 5.7). Com o auxílio da Figura (5.5), identifica-se uma zona de baixa 
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pressão compreendida entre 
60  e 

185 . O valor da força de arrasto irá aumentar 

até o instante em que esta estrutura vorticosa seja incorporada pela esteira viscosa (Ponto 

B).  

 

Figura 5.7: Formação da esteira próxima no instante de tempo t=32,80 (Ponto A) 

O Ponto B indica o instante de tempo t = 34,00 e, neste momento, ocorre uma 

inversão no valor do coeficiente de sustentação, o qual passa de um valor positivo para 

um valor negativo. Esta inversão de sinal no valor do coeficiente de sustentação remete 

ao fato de a estrutura vorticosa horária, desprendida da superfície do cilindro circular no 

ponto A, estar sendo incorporada à esteira viscosa a jusante do corpo (Figura 5.8). 

Com o auxílio da Figura (5.5), identifica-se uma zona de baixa pressão 

aproximadamente constante entre 
60  e 

300  para o Ponto B. 

 

Figura 5.8: Formação da esteira próxima no instante de tempo t=34,00 (Ponto B) 

O Ponto C indica o instante de tempo t = 34,90 e, neste momento, ocorre o 

desprendimento de uma estrutura vorticosa anti-horária na parte inferior do cilindro 

(Figura 5.9), onde atua uma força de sustentação máxima negativa e uma força de arrasto 

que está aumentando (Figura 5.2). Identifica-se na Figura (5.5) uma zona de baixa pressão 

aproximadamente constante entre 
185  e 

310 . 
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Figura 5.9: Formação da esteira próxima no instante de tempo t=34,90 (Ponto C) 

O Ponto D indica o instante de tempo t = 36,40 e, neste momento, ocorre uma 

inversão no valor do coeficiente de sustentação, o qual passa de um valor negativo para 

um valor positivo. Esta inversão de sinal no valor do coeficiente de sustentação remete 

ao fato de a estrutura vorticosa anti-horária, desprendida na superfície do cilindro circular 

no ponto C, estar sendo incorporada à esteira viscosa a jusante do corpo (Figura (5.10). 

Com o auxílio da Figura (5.5), identifica-se uma zona de baixa pressão 

aproximadamente constante entre 
68  e 

300  para o Ponto D. 

 

 

Figura 5.10: Formação da esteira próxima no instante de tempo t = 36,40 (Ponto D) 

O período de oscilação do coeficiente de sustentação (iniciado em t = 32,80) se 

completa no instante de tempo t = 37,45. Durante este período a frequência de emissão 

de vórtices é igual ao número de Strouhal 21,0St  (caso do cilindro circular sem 

oscilação), o que valida os resultados desta seção. No Ponto E atua uma máxima força de 

sustentação positiva e identifica-se uma zona de baixa pressão compreendida entre 

60  e 
185 , aproximadamente. É possível verificar, novamente, o nascimento de 

uma estrutura vorticosa horária na parte superior da seção circular do cilindro da Figura 

(5.11). 



  90 

 

Figura 5.11: Formação da esteira próxima no instante de tempo t = 37,45 (Ponto E) 

O valor médio do coeficiente de sustentação é obtido através da média aritmética de 

todos os valores da curva do LC  na faixa entre o primeiro pico positivo ( 1A ) e o último 

pico. Para efeitos de posteriores análises, foi caracterizada a amplitude média do 

coeficiente de sustentação ( 

CLA ) correspondente à média aritmética dos pontos extremos 

positivos adotados entre o primeiro pico ( 1A ) positivo do coeficiente de sustentação até 

o último pico obtido ( NA ), conforme Figura (5.12). Isto é: 

(5.5) 

 

 

Figura 5.12: Cálculo da amplitude média de LC  

Os resultados médios foram calculados entre os tempos adimensionais de t = 13,50 

e t = 40,00. A Tabela (5.3) contém comparações entre resultados numéricos e resultados 

N

AAA
A N

CL


 21
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experimentais para as cargas fluidodinâmicas integradas e para o número de Strouhal de 

diversos autores, incluindo-se os resultados obtidos neste trabalho. 

Como já comentado anteriormente, os resultados experimentais de Blevins (1984) 

apresentam incerteza de %10 . Os resultados apresentados por Mustto et al. (1998) 

foram obtidos utilizando uma versão do M.V.D. Lagrangeano associada ao Teorema do 

Círculo (MILNE-THOMPSON, 1996). Os demais resultados numéricos são trabalhos na 

mesma linha de pesquisa da metodologia utilizada neste trabalho.  

Tabela 5.3: Comparação dos valores do coeficiente de arrasto e do número de 

Strouhal ( 510Re  ) 

0,0,0,10Re 5  A  LC  DC  St  

CLA  

Blevins (1984) ---- 1,20 0,19 ---- 

Mustto et al. (1998) ---- 1,22 0,22 ---- 

Alcântara Pereira et al. (2002) 0,04 1,21 0,22 ---- 

Silva (2004) -0,03 1,23 0,20 ---- 

Recicar (2007) 0,07 1,22 0,20 1,058 

Simulação Atual 0,02 1,20 0,21 1,152 

 

Os resultados apresentam boa concordância entre si, pois tanto o número de Strouhal 

como os coeficientes de arrasto e de sustentação possuem valores próximos ao valor 

experimental. A Figura (5.13) apresenta a comparação para o coeficiente de pressão 

médio. Conclui-se que os resultados numéricos desta seção estão em conformidade com 

outros resultados disponíveis na literatura. 
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Figura 5.13: Distribuição média do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro 

5.4 Cilindro circular isolado e oscilando forçadamente na 

mesma direção do escoamento incidente 

O entendimento do escoamento ao redor de um cilindro circular com oscilação na 

direção longitudinal (in-line) é referenciado como forma inicial de aferir a implementação 

do programa computacional com efeitos de vibração forçada; assim, pode-se interpretar 

os diferentes modos de sincronização nesta etapa. Um estudo clássico deste caso foi 

realizado por Oregon & Rockwell (1988) para Re=855, onde se submeteu um cilindro 

circular a oscilações forçadas sobre um ângulo α com o escoamento incidente, 

caracterizando assim o sentido de liberdade do cilindro circular conforme Figura (5.14). 

Diferentes modos de formação vórtices sincronizados com as oscilações do corpo foram 

encontrados por estes autores, caracterizados basicamente em dois grupos principais: a 

formação de vórtices simétricos e a formação de vórtices antissimétricos. 

No presente trabalho, a oscilação forçada com um grau de liberdade é realizada na 

mesma direção do escoamento incidente, ou seja,  0 . Um resumo das combinações 

entre os parâmetros numéricos necessários para simular o escoamento ao redor de um 
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cilindro circular oscilando forçadamente na mesma direção do escoamento incidente é 

apresentado na Tabela (5.4). 

 

Figura 5.14: Representação do modelo proposto por Ongoren & Rockwell (1988) 

Tabela 5.4: Parâmetros numéricos para a oscilação forçada longitudinal do corpo 

circular  5

)( 10Re,0,21,0,13,0  fixocilindroCLSX ffA  

Casos x  
Xf  RV  SX ff  

2 0,25 0,04 25,00 0,19 

3 0,50 0,08 12,5 0,38 

4 1,26 0,20 5,00 0,95 

5 2,14 0,34 2,94 1,62 

6 2,51 0,40 2,50 1,90 

7 3,77 0,60 1,67 2,86 

 

Os casos numerados na Tabela (5.4) de 2 até 7 são simulados buscando evidenciar 

os modos de formação de vórtices e o surgimento do fenômeno de lock-in. 

Define-se a velocidade angular do corpo na direção longitudinal por: 

(5.6) 

sendo Xf  a frequência de oscilação  longitudinal (in-line) do cilindro circular. 

 De maneira análoga, define-se a velocidade reduzida do cilindro circular:  

(5.7) 

 

XX f 2

df

U
V

X

R 
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E em termos de velocidade reduzida, para a classificação dos modos de formação de 

vórtices, adota-se 2567,1  RV . Os resultados conhecidos da literatura classificam as 

V.I.V. em duas regiões de instabilidade de acordo com o tipo de desprendimento de 

vórtices, conforme seção 2.4.2. 

A faixa de oscilação do corpo adotada é 60,004,0  xf . A frequência de emissão 

de pares de vórtices, CLf , é obtida da Tabela (5.4), onde 21,0 StfS . A partir do 

gráfico das histórias temporais dos coeficientes de arrasto e de sustentação pode-se obter 

as frequências de emissão de vórtices, respectivamente como sendo: 

(5.8) 

(5.9) 

A Tabela (5.5) apresenta os resultados numéricos médios calculados entre o intervalo 

de tempo adimensional definido na Figura (5.15). As médias aritméticas foram realizadas 

neste intervalo de tempo, que consiste a partir do primeiro ponto extremo positivo (𝐴1), 

depois do tempo adimensional t = 10, até o último ponto extremo positivo (𝐴𝑁) da curva 

do coeficiente de sustentação. Definindo este intervalo de tempo, consideram-se os 

valores da curva do coeficiente de arrasto para caracterizar o coeficiente de arrasto médio 

(𝐶�̅�).  

Na Tabela (5.5) são, também, apresentados os valores das frequências de emissão de 

vórtices para os casos de oscilação forçada no mesmo sentido do escoamento incidente. 

Estas frequências são obtidas via Transformada Rápida de Fourier (T.R.F. ou F.F.T.) dos 

resultados numéricos dos coeficientes de arrasto e de sustentação, sendo definidos 

respectivamente como 𝑓∗ e 𝑓∗∗. Desta forma, tem-se: 

(5.5) 

(5.6) 
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Figura 5.15: Definição do intervalo para cálculo das médias das cargas 

fluidodinâmicas para um grau de liberdade 

 

Tabela 5.5: Resultados obtidos para cilindro oscilando na direção longitudinal

 510Re,0,13,0  DAX  

Casos Vr 
Xf  

DC  LC  CDf  CLf  CDX ff  CLX ff  

2 25,00 0,04 1,205 -0,014 0,04 0,21 1,00 0,19 

3 12,50 0,08 1,184 0,009 0,08 0,21 1,00 0,38 

4 5,00 0,20 1,505 0,031 0,20 0,10 1,00 2,00 

5 2,94 0,34 1,06 0,019 0,34 0,17 1,00 2,00 

6 2,50 0,40 0,90 0,012 0,40 - 1,00 - 

7 1,67 0,60 1,04 -0,077 0,60 0,02 1,00 30,00 

 

Observa-se que os efeitos da oscilação forçada longitudinal imposta ao cilindro 

circular para todos os casos apresentam o fenômeno de lock-in na direção do escoamento 

incidente. Este fenômeno implica que a frequência de oscilação forçada imposta ao 

cilindro circular na direção do escoamento incidente é aproximadamente a mesma 

frequência de oscilação do coeficiente de arrasto que atua nesta direção, CDX ff  . 
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Portanto, nestas condições, o cilindro circular é submetido a efeitos de V.I.V.. A Tabela 

(5.6) mostra uma comparação das razões das frequências e dos respectivos modos de 

desprendimentos encontrados. Tais modos são obtidos através do estudo dos coeficientes 

de arrasto, de sustentação e de pressão. 

A Tabela (5.7) contém resultados relevantes do comportamento das curvas temporais 

das cargas fluidodinâmicas integradas, pois caracteriza o valor médio dos coeficientes de 

sustentação e de arrasto e as respectivas médias das amplitudes positivas.  

A literatura caracteriza basicamente dois grupos básicos para os modos de formação 

de vórtices sincronizados com o movimento do corpo na direção longitudinal:  

• Formação de vórtices simétricos (S) 

• Formação de vórtices antissimétricos (A) 

Tabela 5.6: Comparação das razões das frequências 

 5

)_( 10Re,0,21,0,13,0  fixocilindroCLSX ffDA  

Casos 
Xf  SX ff  XCD ff  XCL ff  SCD ff  SCL ff  Modo de 

desprendimento de 

Vórtices 

1 - - - - 2,00 1,00 Kármán 

2 0,04 0,19 1,00 5,25 0,19 1,00 Kármán 

3 0,08 0,38 1,00 2,62 0,38 1,00 Kármán 

4 0,20 0,95 1,00 0,50 0,95 0,48 Antissimétrico A-IV 

5 0,34 1,62 1,00 0,50 1,62 0,81 Simétrico (S) 

6 0,40 1,90 1,00 - 1,90 - Simétrico (S) 

7 0,60 2,86 1,00 0,03 2,86 0,09 Competição S + A-III 
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Tabela 5.7: Resultados obtidos para cilindro oscilando in-line. 

 510Re,0,13,0  DAX  

Casos 
LC  DC  CLf  

CLA  

CDA  

2 -0,014 1,205 0,21 1,10 1,39 

3 0,009 1,184 0,21 1,01 1,74 

4 0,031 1,505 0,10 3,16 2,86 

5 0,019 1,06 0,17 0,33 2,89 

6 0,012 0,9 - 0,22 2,33 

7 -0,077 1,04 0,02 0,57 2,48 

 

Existe apenas um modo descrito para a formação de vórtices simétricos (S) enquanto 

há quatro modos possíveis de formação de vórtices antissimétricos (A). Três destes 

modos antissimétricos possuem relativamente o dobro do período quando comparados 

com o modo de Kármán. Nesta seção, foram encontradas a sincronização através do modo 

simétrico (S-I), modo antissimétrico (Kármán e A-IV) e competição entre o modo 

simétrico (S) e modo antissimétrico (A-III) identificado como (S + A-III). 

Para uma classificação mais detalhada sobre os modos de desprendimento de vórtices 

é necessário observar a esteira instantânea na região próxima ao corpo, através da análise 

da esteira instantânea em pontos estratégicos para caracterizar a sincronização dos modos 

de desprendimentos. Neste trabalho, utilizam-se duas formas de obtenção de tais pontos, 

ou via curva do movimento oscilatório do cilindro ou via curva dos coeficientes 

fluidodinâmicos integrados. 

Em análises obtidas para a localização do cilindro, os pontos foram retirados do 

movimento oscilatório do cilindro conforme Figura (5.16), especificando seu respectivo 

tempo adimensional. Os pontos A, C, E, G e I se localizam na amplitude 00,0XA , os 

pontos B e F se localizam na amplitude 13,0XA  e os pontos D e H na amplitude 

13,0XA . Alguns modos são definidos através de um único período da curva de 

oscilação forçada do cilindro circular. 
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Figura 5.16: Representação de dois períodos da oscilação forçada in-line imposta 

ao cilindro. 

A Figura (5.17) mostra a esteira de vórtices no tempo adimensional de t = 50 para 

todos os casos de oscilação forçada in-line. Os modos antissimétricos foram encontrados 

nos casos 2, 3, 4, os modos simétricos nos casos 5 e 6 e um modo de competição no caso 

7 (Tabela 5.6). O comportamento de cada modo de sincronização foi previamente descrito 

na Seção 2.4.2. 
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Figura 5.17: Esteira observada no tempo adimensional t = 50 para casos de 

oscilação forçada longitudinal ( 13,0XA ). 
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Outra forma de análise do modo de desprendimento já foi definida na Seção 5.3 

(Figura 5.2). É a obtenção de pontos definidos através da curva do coeficiente de 

sustentação. Através de pontos representativos de um período do coeficiente de 

sustentação, pode-se observar o desprendimento de estruturas vorticosas (casos 2 e 3). 

Abaixo apresenta-se uma sequência bem detalhada dos modos de desprendimentos 

encontrados, assim como os respectivos resultados e singularidades de cada caso para 

vibração forçada do cilindro na mesma direção do escoamento incidente. 

• Caso 2 e Caso 3 (Tabela 5.6) – Modo de desprendimento de Kármán 

No modo de Kármán ocorre o desprendimento alternado de estruturas vorticosas na 

parte superior e na parte inferior do cilindro circular. Conforme análise de resultados e 

considerações de Pereira et al. (2012), conclui-se que o modo Kármán ocorre quando a 

frequência de arrasto ( CDf ) está sincronizada com a frequência de oscilação do corpo        

( Xf ), a frequência de oscilação do coeficiente de sustentação é aproximadamente 

21,0CLf  e o valor médio do coeficiente de arrasto é 20,1DC . Algo notavelmente 

importante neste caso é a frequência do coeficiente de sustentação ser igual a frequência 

de oscilação da curva do coeficiente de sustentação para cilindro estacionário, ou seja,  

21,0 SCL ff . Em ambos os casos, 2 e 3, a frequência de oscilação está 

aproximadamente igual à frequência do coeficiente de arrasto; logo, na iminência de 

entrar em lock-in com a estrutura cilíndrica. Encontrou-se a relação de 93,0CDX ff  

em ambos os casos. É perceptível que o aumento da frequência de oscilação forçada no 

caso 3, perturba a estrutura da esteira a jusante do cilindro com maior intensidade do que 

no caso 2, mesmo permanecendo sobre um mesmo modo. Este fato evidencia uma 

possível alteração do modo de desprendimento para o próximo caso que possuir maior 

frequência de oscilação longitudinal (Caso 4). Estes resultados se assemelham ao caso do 

cilindro circular isolado e fixo, portanto, a esteira formada se comporta como a esteira de 

Kármán do cilindro circular fixo e isolado. 

A Figura (5.18), da evolução temporal das cargas fluidodinâmicas integradas 

atribuídas aos casos 2 e 3, é um exemplo clássico de como se comportam as curvas das 

cargas fluidodinâmicas de sustentação e arrasto para um cilindro submetido à oscilação 

forçada in-line no modo Kármán. Pontos P, R, T, V e Y, são pontos localizados em todos 
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os picos superiores da curva do LC  durante um único período de oscilação do cilindro 

(Caso 2).  

Caso 2 

 

Caso 3 

 

Figura 5.18: Cargas fluidodinâmicas integradas com oscilação longitudinal para os 

casos 2 e 3. 

Estes picos superiores representam estruturas vorticosas se desprendendo da parte 

superior do cilindro e os pontos Q, S, U, X e Z (picos inferiores da curva do LC ) são 

estruturas vorticosas se desprendendo da parte inferior do cilindro. Pode-se ver ainda que 

o desprendimento entre estruturas da parte superior e inferior do cilindro é alternado 

conforme explicado sobre o modo de Kármán. Portanto, no caso 2 ocorre desprendimento 

de cinco pares de vórtices antissimétricos durante um período de oscilação do cilindro 
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circular. De maneira semelhante, se desprendem três pares de vórtices antissimétricos 

durante um período de oscilação do corpo para o caso 3. 

Através da identificação dos pontos sobre a curva do coeficiente de sustentação LC  

(Figura 5.19), analisou-se a distribuição do coeficiente de pressão na Figura (5.20). No 

caso 2, os pontos P e R representam o desprendimento de um vórtice horário na parte 

superior do cilindro e o ponto Q, o desprendimento de um vórtice na parte inferior do 

cilindro. O desprendimento de vórtices é observado quando ocorre uma região de baixo 

coeficiente de pressão sobre a superfície discretizada do cilindro circular. A separação da 

camada limite acontece quando o escoamento através do corpo encontra uma região de 

gradiente desfavorável de pressão associado à ação dos efeitos viscosos. Logo, as 

partículas fluidas perdem quantidade de movimento neste ponto sobre a superfície do 

corpo, ocasionando a anulação da velocidade ou a inversão do sentido do escoamento.  A 

região com baixo valor do coeficiente de pressão se localiza entre 
52  e 

182  

para o ponto P, 
180 e 

314 para o ponto Q e entre 
64 e 

180 para o ponto 

R. 

No caso 3 (Figura 5.19), o ponto R representa o desprendimento de um vórtice 

horário na parte superior do cilindro e os pontos Q e S o desprendimento de um vórtice 

na parte inferior do cilindro.  A região com baixo valor do coeficiente de pressão se 

localiza entre 
180 e 

296  para o ponto Q, entre 
56 e 

192 para o ponto 

R e entre 
184 e 

290 para o ponto S. 

                            
Figura 5.19: Esteira instantânea durante um ciclo de oscilação do cilindro e oscilação da 

curva do LC  para o caso 2 (Fig. esquerda) e o caso 3 (Fig. direita). 
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Figura 5.20: Distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro circular oscilando forçadamente na mesma direção do 

escoamento. (Caso 2) 

• Caso 4 (Tabela 5.6) – Modo de desprendimento A-IV 

Neste caso se identifica o modo antissimétrico de sincronização A-IV, no qual a 

velocidade reduzida é RV  = 5,0. Este resultado está coerente com as informações 

experimentais da literatura, porém neste trabalho utiliza-se um número de Reynolds alto 

(
510Re  ). O modo A-IV descrito por Ongoren & Rockwell (1988) é caracterizado pelo 

desprendimento de dois pares de vórtices alternados, sendo desprendido um par de 

vórtices contra rotativos na parte superior do cilindro e um par de vórtices contra rotativos 

na parte inferior do cilindro durante dois períodos de oscilação do cilindro circular. A 

esteira próxima do corpo é caracterizada pelo desprendimento alternado de vórtices e 

observa-se que tais vórtices alternados se fundem conforme se distanciam do corpo. 

Para o caso 4 tem-se que 0,1CDX ff  e 0,2CLX ff . Fica evidente uma relação 

das frequências de sustentação e arrasto com o caso do cilindro circular isolado e 

estacionário, onde CLCD ff .2 . Porém, tais frequências diferem, sendo a frequência de 

sustentação, deste caso, diferente da frequência de Strouhal. 

A Figura (5.21) denota a sequência de pontos identificada na Figura (5.16) como 

ponto A até Ponto I e confirma as observações experimentais (ONGOREN & 

ROCKWELL, 1988), onde são necessários dois ciclos de oscilação forçada do corpo na 
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mesma direção do escoamento incidente para que se formem dois pares contra rotativos 

de estruturas vorticosas. 

Na Figura (5.21), o ponto B inicia a formação da primeira estrutura vorticosa anti-

horária na parte inferior do cilindro circular, quando o corpo se encontra na posição de 

)(tX OSC mínimo. No Ponto C uma segunda estrutura vorticosa horária está se formando 

na parte superior do corpo. No ponto D desprende-se o primeiro vórtice anti-horário 

formado na parte inferior do corpo. No ponto E, a segunda estrutura é totalmente 

incorporada à esteira viscosa. No Ponto F começa a formar uma terceira estrutura 

vorticosa horária na parte superior do corpo. Esta terceira estrutura é incorporada à esteira 

viscosa no Ponto H. A quarta estrutura vorticosa anti-horária começa a se formar na parte 

inferior do corpo no Ponto G e é incorporada à esteira viscosa no Ponto I.  

 

Figura 5.21: Esteira instantânea durante dois ciclos de oscilação para o Caso 4 

(Modo A-IV) 

O Ponto I e o Ponto A representam pontos por onde o cilindro passa pela sua posição 

média de oscilação (veja a Figura 5.16). 

A distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície discretizada 

do cilindro circular oscilando forçadamente na mesma direção do escoamento para o 

modo A-IV é identificada na Figura (5.22). A interpretação deste resultado é realizada 

em paralelo com a interpretação da esteira instantânea. 
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Figura 5.22: Distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro circular oscilando forçadamente na mesma direção do 

escoamento (Caso 4).  

• Caso 5 e Caso 6 (Tabela 5.6) – Modo de desprendimento Simétrico 

A literatura classifica (ONGOREN & ROCKWELL, 1988) define a faixa de 

velocidade reduzida 5,25,1  RV  para caracterizar desprendimento de vórtices 

simétricos (S), possuindo os casos 5 e 6 as respectivas velocidades reduzidas ( 94,2RV ) 

e ( 50,2RV ). No modo simétrico (S), um par de estruturas vorticosas contrarrotativas se 

desprende simultaneamente em ambos os lados do cilindro durante um ciclo de sua 

oscilação forçada do cilindro circular. No caso 5 observa-se uma perturbação do modo S 

ao longo da esteira, portanto, o modo simétrico é definido devido ao desprendimento 

localizado nas proximidades do cilindro. Para o caso 6, a perturbação fica nítida após uma 

distância aproximada de 15 vezes o diâmetro do cilindro. Nota-se um coeficiente de 

sustentação oscilando em torno de 019,0LC  para o Caso 5e 012,0LC  para o caso 6, 

enquanto a sincronização ocorre para a curva do coeficiente de arrasto com um coeficiente 

de arrasto médio de 06,1DC  (Caso 5) e 90,0DC  (Caso 6), respectivamente. Como 

ocorre desprendimento simultâneo de vórtices no lado inferior e superior do cilindro 

circular, a curva do coeficiente de sustentação oscila bem próximo ao valor zero. 
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Ainda sobre o caso 6, observa-se muito ruído (Figura 5.23) na curva obtida via F.F.T. 

para se determinar a frequência do coeficiente de sustentação ( CLf ). Identifica-se, 

portanto, neste caso, uma boa simetria de desprendimento do par de vórtices simultâneos 

sobre o cilindro em sua parte superior e inferior, já que a CLf  ocorre devido a variação 

das forças de sustentação. Assim como no caso 5, a frequência de oscilação forçada está 

sincronizada com a frequência de oscilação do coeficiente de arrasto, ou seja, 
CDX ff  . 

 

Figura 5.23: Transformada Rápida de Fourier (F.F.T.) sobre a curva do coeficiente  

O fenômeno do lock-in é identificado através dos pontos A, B, C, D e E na Figura 

(5.16) onde se identificam o desprendimento de vórtices sobre um período da oscilação 

do cilindro. Para o caso do lock-in é perceptível que, qualquer que seja o período de 

oscilação estudado, a esteira instantânea se comporta como a Figura (5.24). 
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Figura 5.24: Esteira instantânea em um ciclo de oscilação para o Caso 6 (Modo S) 

A distribuição de pressão na Figura (5.25) é caracteristicamente idêntica ao caso 5, 

mesmo possuindo uma frequência de oscilação maior, definindo este comportamento da 

distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície discretizada como 

padrão do modo simétrico S. 

 

Figura 5.25: Distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro circular oscilando forçadamente na mesma direção do 

escoamento. (Caso 6) 
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• Caso 7 (Tabela 5.6) – Modo de competição S+A-III 

O modo de competição é descrito por Ongoren & Rockwell (1988) como sendo uma 

competição entre o modo simétrico e os modos antissimétricos. Esta característica foi 

encontrada para o caso 7, onde a velocidade reduzida é 67,1RV . Na proximidade do 

corpo existe sincronização com o modo S para um determinado número de ciclos de 

oscilação do corpo.  Ao longo da esteira surgem familiaridades e intensificação do modo 

A-III.  As frequências de oscilação forçada longitudinal e frequência de oscilação da 

curva de arrasto estão sincronizadas, evidenciando o fenômeno de lock-in.   

Neste caso, sobre o Ponto A se forma um par de estruturas vorticosas contrarrotativas 

em ambos os lados do cilindro, se incorporando à esteira viscosa no Ponto E. O 

desprendimento de estruturas vorticosas correspondente aos pontos A, B, C, D e E são 

mostrados na Figura (5.26). 

 

Figura 5.26: Esteira instantânea durante um ciclo de oscilação para o Caso 7 (Modo 

S + A-III) 

A observação mais importante a ser feita na Figura (5.27) se refere ao Ponto A. Neste 

ponto existem regiões de baixa pressão em ambos os lados superior e inferior do corpo, 

o que confirma um final de ciclo, onde duas estruturas vorticosas contrarrotativas são 

incorporadas à esteira e duas novas estruturas vorticosas gêmeas começam a se formar a 

partir da superfície do corpo. 
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Figura 5.27: Distribuição instantânea do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro circular oscilando forçadamente na mesma direção do 

escoamento (Modo de sincronização Modo S + A-III) 

5.5 Cilindro circular isolado e oscilando forçadamente na 

direção transversal ao escoamento incidente 

Alguns autores estudaram os efeitos de V.I.V. para o caso com oscilação de um 

cilindro circular com um grau de liberdade na direção transversal ao escoamento 

incidente. O mapeamento realizado por Williamson & Govardhan (2008) define alguns 

modos de desprendimento de vórtices caracterizados por este efeito de vibração (Figura 

2.12). O mapeamento clássico do regime de formação de vórtices em relação à velocidade 

reduzida foi caracterizado por Williamson & Roshko (1988) conforme (Figura 2.11). 

Diferentes modos de formação de vórtices sincronizados com a frequência de 

oscilação do corpo foram encontrados por estes autores e caracterizados basicamente em 

dois grupos principais: regimes de agrupamento de vórtices simples (S) e regimes de 

agrupamentos de vórtices em pares (P). 

No presente trabalho, a oscilação forçada do cilindro com um grau de liberdade na 

direção transversal ao escoamento incidente é denotada na Figura (5.28). 
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Figura 5.28: Representação de um ciclo de oscilação transversal 

Um resumo das combinações entre os parâmetros numéricos necessários para 

simular o escoamento ao redor de um cilindro circular oscilando forçadamente na direção 

transversal ao escoamento incidente é apresentado na Tabela (5.8). Nota-se que as 

frequências obtidas via F.F.T. sobre as curvas das cargas fluidodinâmicas integradas 

possuem as seguintes características: 

• Para 5,12RV ; comportamento idêntico ao cilindro circular sem oscilação. 

• Para 5,12RV ; CLY ff    

Tabela 5.8: Resultados obtidos para o cilindro oscilando transversalmente ao 

escoamento incidente.  510Re,0,13,0  DAY  

Casos Vr 
Yf  

DC  LC  CDf  CLf  CDY ff  CLY ff  

8 25,00 0,04 1,21 0,018 0,41 0,21 0,10 0,19 

9 12,50 0,08 1,26 0,023 0,41 0,21 0,20 0,38 

10 5,00 0,20 1,3 0,007 0,40 0,2 0,5 1,0 

11 2,94 0,34 1,13 0,034 0,67 0,34 0,5 1,0 

12 2,50 0,40 1,35 0,006 0,80 0,4 0,5 1,0 

13 1,67 0,60 1,89 0,010 0,44 0,14 1,36 1,0 

 

Os casos numerados na Tabela (5.8) de 8 até 13 são simulados buscando evidenciar-

se os modos de formação de vórtices e o surgimento do fenômeno do lock-in. 

Define-se a velocidade angular do corpo para a direção transversal por: 
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(5.72) 

sendo Yf  a frequência de oscilação do cilindro circular. 

Define-se a velocidade reduzida do cilindro circular para a direção transversal por:  

(5.13) 

 

Em termos de velocidade reduzida, para a classificação dos modos de formação de 

vórtices, adota-se 2567,1  RV . Os resultados conhecidos da literatura classificam os 

efeitos de V.I.V. transversal de um cilindro circular em regiões de instabilidade de acordo 

com o tipo de desprendimento de vórtices (Figura 2.11). 

A faixa de oscilação do corpo analisada neste trabalho é 60,004,0  Yf . A 

frequência de emissão de vórtices ( CLf ) é obtida pela Tabela (5.9), onde 21,0 StfS . 

A partir da curva das histórias temporais dos coeficientes de arrasto e de sustentação 

pode-se obter as frequências de emissão de vórtices.  

Tabela 5.9: Comparação das razões das frequências para oscilação transversal. 

 5

)_( 10Re,0,21,0,13,0  fixocilindroCLSY ffDA  

Casos 
Yf  SY ff  YCD ff  YCL ff  SCD ff  SCL ff  Modo de 

desprendimento de 

Vórtices 

8 0,04 0,19 10,25 5,36 1,95 1,0 Kármán  

9 0,08 0,38 5,13 2,63 1,95 1,0 Kármán 

10 0,20 0,95 2,00 1,00 1,90 0,95 2S 

11 0,34 1,62 2,00 1,00 3,19 1,62 2P 

12 0,40 1,90 2,00 1,00 3,81 1,90 2P 

13 0,60 2,86 0,73 1,00 2,10 0,68 Coalescência 

 

A Tabela (5.10) apresenta resultados relevantes ao comportamento das curvas das 

cargas fluidodinâmicas integradas, pois caracteriza o valor médio dos coeficientes de 

sustentação e de arrasto e as respectivas médias das amplitudes positivas.  

YY f 2

df

U
V

Y

R 
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Tabela 5.10: Resultados obtidos para o cilindro oscilando na direção transversal ao 

escoamento incidente.  510Re,0,13,0  DAY  

Casos 
LC  DC  CLf  

CLA  

CDA  

8 0,018 1,21 0,21 1,14 1,4 

9 0,018 1,26 0,21 1,23 1,4 

10 0,007 1,3 0,2 2,82 1,80 

11 0,034 1,13 0,34 0,68 1,50 

12 0,006 1,35 0,14 0,60 1,75 

13 0,10 1,89 0,15 1,38 2,83 

 

Todos os casos analisados nesta seção possuem um número de Reynolds alto (igual 

a 
510Re  ) uma amplitude de oscilação transversal fixada em 13,0YA  e uma faixa de 

velocidade reduzida compreendida entre 2567,1  RV . Os modos de desprendimentos 

encontrados estão identificados na Tabela (5.9). Nota-se, portanto, a presença do 

fenômeno de lock-in ( CLY ff  ) na região compreendida em 00,5RV . Diferentes modos 

são caracterizados nesta região, ou seja, os modos Kármán (sem sincronização), 2S, 2P e 

Coalescência (Figura 5.29). Os resultados são coerentes com a literatura, indicando 

modos clássicos de V.I.V.  para um cilindro circular oscilando na direção transversal (2S, 

2P e Coalescência). 

A análise dos modos de desprendimento de vórtices se realiza através da observação 

da esteira instantânea próxima ao cilindro sobre os pontos A, B, C, D e E (primeira 

oscilação de análise) e E, F, G, H, I (segunda oscilação em análise). Para análises com 

oscilação forçada transversal, os pontos foram retirados do movimento oscilatório do 

cilindro, especificando seu respectivo tempo adimensional. Os pontos A, C, E, G e I se 

localizam na amplitude 0YA , os pontos B e F se localizam na amplitude 13,0YA  

e os pontos D e H na amplitude 13,0YA . 
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Figura 5.29: Esteira medida no tempo adimensional t = 50 nos casos de oscilação 

forçada transversal ( 13,0yA ). 

Como já comentado na Seção anterior, outra forma de análise do modo de 

desprendimento de vórtices é através da curva do coeficiente de sustentação. 

RyV  Oscilação forçada na direção transversal  

25 

Modo de Kármán 

 

Caso 8 

 

0,25YVr  

04,0Yf  

91,0CLY ff  

12,5 

Modo Kármán 

 

Caso 9 

 

5,12yVr  

08,0Yf  

38,0CLY ff  

5 

Modo 2S 

 

Caso 10 

 

0,5YVr  

2,0Yf  

0,1CLY ff  

2,94 

Modo 2P 

 

Caso 11 

 

94,2YVr  

34,0Yf  

0,1CLY ff  

2,50 

Modo 2P 

 

Caso 12 

 

50,2YVr  

4,0Yf  

0,1CLY ff  

1,67 

Coalescência 

 

Caso 13 

 

67,1YVr  

6,0Yf  

0,1CLY ff  
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A seguir apresenta-se uma sequência detalhada dos modos de desprendimentos 

encontrados, assim como os respectivos resultados e singularidades de cada caso de 

oscilação forçada transversal do cilindro circular. 

• Caso 8, 9 (Tabela 5.9) – Modo Kármán (2S) 

Os casos 8 e 9, cujos valores da velocidade reduzida foram 25RV  5,12RV , 

respectivamente, mostram o clássico modo de desprendimento de vórtices alternados de 

Kármán (Figura 5.29). A frequência de desprendimento de vórtices se iguala à frequência 

do número de Strouhal retirada da curva do coeficiente de sustentação, ou seja, sCL ff   

e o coeficiente médio de arrasto é aproximadamente igual a 2,1DC caracterizando o 

modo Kármán. A jusante da esteira ocorre uma descaracterização da esteira de von 

Kármán. A posição instantânea da esteira é desenvolvida sobre os pontos característicos 

indicados pelos tempos adimensionais respectivos a um período de oscilação do 

coeficiente de sustentação. Assim, é visto que, para cada período de oscilação do cilindro, 

desprendem-se 5 pares de vórtices alternados nos casos 8, e 3 pares de vórtices alternados 

para o Caso 9. 

• Caso 10 (Tabela 5.9) – Modo 2S 

O modo de sincronização 2S é caracterizado pelo desprendimento de um par de 

estruturas vorticosas contrarrotativas em um período de oscilação do cilindro circular 

(Figura 5.30). No caso 10 a frequência de desprendimento de vórtices possui um valor 

muito próximo da frequência do número de Strouhal, retirada da curva do coeficiente de 

sustentação. Porém, este valor é devido ao valor da oscilação forçada transversal imposta 

ao sistema. Para este caso, a frequência de oscilação é a mesma da frequência de 

desprendimento de vórtices, ou seja, 
CLy ff   e as frequências dos coeficientes 

fluidodinâmicos integrados possuem a seguinte relação CLCD ff 2 . Mesmo possuindo 

frequências próximas aos casos 8 e 9, onde há um modo de formação de vórtices de 

Kármán, neste caso observa-se um aumento característicos no valor das amplitudes de 

oscilação provenientes das curvas de LC e DC  (Tabela 5.10). 
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Figura 5.30: Esteira instantânea durante um ciclo de oscilação transversal para 

Caso 10 (Modo 2S) 

• Casos 11 e 12 (Tabela 5.9) – Modo 2P 

A faixa de valores de velocidade reduzida compreendida entre ( 94,267,1  RV ) 

apresenta familiaridades com o modo 2P de desprendimento de vórtices caracterizados 

por Williamson & Roshko (1988). Nesta condição, dois pares de vórtices alternados são 

desprendidos para dois períodos de oscilação do cilindro. 

Podem-se observar nas esteiras características do tempo adimensional t = 50 (Figura 

(5.29), a sincronização da oscilação da curva do coeficiente de sustentação com a 

frequência de oscilação do cilindro e uma esteira instantânea característica representando 

o modo através dos pontos sobre Tabela (5.9) dois períodos de oscilação (Figura 5.31). 
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Figura 5.31: Esteira instantânea durante dois ciclos de oscilação para o Caso 12 

(Modo 2P). 

• Casos 13 (Tabela 5.9) – Coalescência 

No caso 13 ( 67,1RV ) é evidenciado o fenômeno de coalescência na esteira de 

vórtices mais a jusante do cilindro (Figura 5.31). 

 

 

Figura 5.32: Visualização numérica da esteira para o modo 2P com observação da 

coalescência (Caso 13). 

A Figura (5.33) apresenta outros pontos característicos para a frequência de 

desprendimento de vórtices no caso 13. Este caso não possui um movimento harmônico 

perfeito, oscilando mais intensamente na frequência de 14,0CLf . O próximo pico 

representa uma frequência do coeficiente de sustentação de 60,0CLf , que é o mesmo 

da frequência forçada de oscilação imposta ao cilindro na direção transversal ao 

 

 

Ponto A 
t = 25,65 

 

Ponto B 
t = 26,25 

 

 

Ponto C 
t = 26,85 

 

 

Ponto D 
t = 27,50 

 

 

Ponto E 
t = 28,15 

 

 

 

Ponto E 
t = 28,15 

 

Ponto F 
t = 28,75 

 

 

Ponto G 
t = 29,35 

 

 

Ponto H 
t = 30,00 

 

 

Ponto I 
t = 30,65 

 



  117 

escoamento. Caracterizou-se o fenômeno de coalescência sobre a esteira próxima ao 

corpo, típico de V.I.V. na direção transversal para baixos valores de velocidades 

reduzidas. Portanto, utilizou-se nos cálculos a frequência do coeficiente de sustentação 

igual à  60,0CLf . 

 

Figura 5.33: Transformada Rápida de Fourier da força de sustentação via Matlab 

(Caso 13).  

5.6 Cilindro circular oscilando forçadamente na direção 

longitudinal e na direção transversal em relação ao 

escoamento incidente 

Diversificadas estruturas offshore possuem múltiplas frequências naturais em 

diferentes direções que podem ocasionar diferentes condições de ressonância quando 

submetidas aos efeitos de V.I.V.. Esta Seção apresenta uma investigação numérica de 

efeitos de V.I.V. sobre os casos analisados anteriormente, porém submetidos a oscilações 

forçadas com dois graus de liberdade. Atribuem-se os mesmos parâmetros utilizados 

previamente com oscilação forçada em um grau de liberdade, e incube-se de parametrizar 

nesta Seção as frequências de oscilação e amplitudes de oscilação longitudinal e 

transversal. O estudo numérico está direcionado para a faixa de velocidade reduzida de 

00,2567,1  RV  e número de Reynolds igual à 
510Re  . As frequências de oscilação 

forçada do cilindro circular são as mesmas tanto na direção longitudinal quanto na direção 

transversal, ou seja, conserva a relação YX ff  , conforme especificado na Tabela (5.11). 
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As amplitudes de oscilação forçada para ambas as direções são fixadas no valor de 

13,0 YX AA . 

 Objetiva-se nesta seção, portanto, caracterizar os modos de desprendimento de 

vórtices correspondentes às oscilações forçadas impostas em dois graus de liberdade 

associadas à influência de fenômenos de V.I.V.. Além disso, comparações com os 

resultados experimentais são discutidos e observados sobre este modelo numérico na 

forma de relação com parâmetros de velocidade relativa, de frequências dos coeficientes 

das forças fluidodinâmicas e dos modos de desprendimento.  

Para ocorrer a sincronização nas duas direções, a frequência de oscilação da curva 

do coeficiente de arrasto deve ser igual ou próxima da frequência da oscilação forçada na 

direção longitudinal ( XCD ff  ) e a frequência de oscilação da curva do coeficiente de 

sustentação deve ser igual ou próxima da frequência da oscilação forçada na direção 

transversal ( YCL ff  ). Em nenhum dos casos estudados nesta Seção encontrou-se esta 

relação, porém os efeitos relacionados ao fenômeno de lock-in são evidentes em todos os 

casos.  

Tabela 5.11: Parâmetros numéricos para a vibração forçada com dois graus de 

liberdade do cilindro circular 

 510Re,0,21,0,13,0,13,0  SYX fDADA  

Casos   
Xf  Yf  Vr 

SX ff  SY ff  

14 0,25 0,04     0,04 25,00 0,19 0,19 

15 0,50 0,08 0,08 12,5 0,38 0,38 

16 1,26 0,20 0,20 5,00 0,95 0,95 

17 2,14 0,34 0,34 2,94 1,61 1,61 

18 2,51 0,40 0,40 2,50 1,90 1,90 

19 3,77 0,60 0,60 1,67 2,86 2,86 

 

Os casos numerados na Tabela (5.11), de 14 até 19 são simulados buscando 

evidenciar os modos de formação de vórtices e surgimento de fenômeno de lock-in. 

Definem-se as velocidades angulares do corpo na direção longitudinal e transversal 

por, respectivamente: 
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 (Velocidade angular na mesma direção do escoamento)            (5.14) 

 (Velocidade angular na mesma direção do escoamento)    (5.15) 

Como YX ff  , adota-se o termo de frequência de oscilação oscf  como sendo: 

(5.16) 

Portanto, a velocidade angular é representada da seguinte forma: 

(5.17) 

sendo oscf  a frequência de oscilação longitudinal e a frequência de oscilação transversal 

do cilindro circular. 

Define-se a velocidade reduzida do cilindro circular como:  

(5.18) 

Em termos de velocidade reduzida, para a classificação dos modos de formação de 

vórtices, adota-se 00,2567,1  RV . A Tabela (5.12) apresenta os resultados numéricos 

médios calculados entre o intervalo de tempo adimensional caracterizado. As médias 

aritméticas foram obtidas no intervalo de tempo que consiste do primeiro ponto extremo 

positivo ( 1A ), depois do tempo adimensional t = 10, até o último ponto extremo positivo 

( NA ) da curva do coeficiente de sustentação (Figura 5.34). Definido este intervalo de 

tempo, considera-se todos os valores da curva de arrasto presentes nesta faixa para 

caracterizar o coeficiente de arrasto médio (
DC ).  

XX f 2

YY f 2

YXosc fff 

oscf 2

df

U
V

osc

R 



  120 

 

Figura 5.34: Definição do intervalo para cálculo das médias das cargas 

fluidodinâmicas para dois graus de liberdade 

Na Tabela (5.12) são também apresentados os valores das frequências de emissão 

de vórtices para os casos de oscilação forçada na direção longitudinal e transversalmente 

ao escoamento incidente. Tais frequências são obtidas via Transformada Rápida de 

Fourier (T.R.F. ou F.F.T.) dos resultados numéricos dos coeficientes de arrasto e 

sustentação, sendo definido respectivamente como CDf  e CLf . 

Tabela 5.12: Resultados obtidos para o cilindro oscilando in-line e cross-flow. 



















YX

YX

ff

DADA 510Re,0,13,0 
 

 

Casos 
Vr oscf  

DC  LC  CDf  CLf  CDosc ff  CLosc ff  

14 25,00 0,04 1,214 0,014 0,04 0,21 1,07 0,19 

15 12,50 0,08 1,18 0,015 0,086 0,20 0,93 0,40 

16 5,00 0,2 1,39 1,96 0,20 0,20 1,00 1,00 

17 2,94 0,34 0,4633 2,495 0,34 0,34 1,00 1,00 

18 2,50 0,4 0,268 2,631 0,4 0,4 1,00 1,00 

19 1,67 0,6 -1,48 3,049 0,60 0,60 1,00 1,00 
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Com cilindro oscilando forçadamente com dois graus de liberdade para os casos 

analisados, observa efeitos evidentes de sincronização destes com a frequência de arrasto 

e de sustentação. Para os casos na faixa entre 255  RV , observa-se que a frequência 

do arrasto está aproximadamente igual a frequência de oscilação do corpo, ou seja, 

oscCD ff   e o sistema está aproximadamente em iminência do lock-in. Para esta faixa de 

velocidade reduzida, a frequência da sustentação é aproximadamente igual a frequência 

de Strouhal encontrada para o caso cilindro circular isolado e estacionário 21,0Sf , ou 

seja, SCL ff  . 

Para velocidades reduzidas com menores valores 00,567,1  RV , ocorre 

sincronização em ambas as direções, desta forma, a frequência de oscilação imposta ao 

cilindro permanece idêntica às frequências de sustentação e arrasto. De forma prática isto 

significa que as frequências CLf  e CDf  com tais valores impõem vibrações à estrutura 

com mesma magnitude, sendo oscCLCD fff  . Portanto ocorre a sincronização e 

aplicação dos efeitos de vibrações induzidas por vórtices para direções longitudinal (in-

line) e transveral (cross-flow).  

A Tabela (5.13) faz uma comparação entre as razões das frequências e os respectivos 

modos de desprendimentos encontrados. As tendências a tais modos são obtidas através 

do estudo dos coeficientes de arrasto, sustentação, pressão e caracterização gráficas do 

posicionamento dos vórtices discretos, sendo detalhados posteriormente. 
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Tabela 5.13: Comparação entre as razões de frequências para oscilações com dois 

graus de liberdade. 

 510Re,0,,13,0  YXYX ffDADA  

Casos oscf  Sosc ff  oscCD ff  oscCL ff  SCD ff  SCL ff  

Modo de 

desprendimento de 

Vórtices 

14 0,04 0,19 0,93 5,30 0,178 1,00 Lock-in longitudinal 

15 0,08 0,38 1,08 2,52 0,411 0,96 Lock-in longitudinal 

16 0,20 0,95 1,00 1,00 0,954 0,95 Lock-in nas 2 direções 

17 0,34 1,62 1,00 1,00 1,619 1,62 Lock-in nas 2 direções 

18 0,40 1,90 1,00 1,00 1,943 1,94 Lock-in nas 2 direções 

19 0,60 2,86 1,00 1,00 2,848 2,85 Lock-in nas 2 direções 

 

A Tabela (5.14) contém resultados relevantes ao comportamento das curvas das 

cargas fluidodinâmicas pois caracteriza o valor médio dos coeficientes de sustentação e 

arrasto e as respectivas médias das amplitudes positivas.  

Pela Figura (5.35) se observa valores bem próximos do coeficiente de sustentação 

para oscilações forçadas longitudinais e transversais sob respectivos valores de 

velocidade reduzida. A variação da velocidade reduzida não possui significante influência 

no LC , mantendo-se em um valor próximo a zero.  

Tabela 5.14: Resultados obtidos para cilindro oscilando simultaneamente in-line e 

cross-flow. 

 510Re,0,,13,0  YXYX ffDADA  

Casos LC  DC  CLf  

CLA  


CDA  

14 0,014 1,214 0,21 1,14 1,43 

15 0,015 1,18 0,20 1,15 2,00 

16 1,960 1,39 0,20 4,61 3,25 

17 2,495 0,4633 0,34 5,10 3,01 

18 2,631 0,268 0,40 5,87 2,92 

19 3,049 -1,48 0,60 7,30 2,10 
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Ocorre uma aproximação dos valores do coeficiente de sustentação médio ( LC ) para 

situações do corpo oscilando apenas na longitudinal (in-line) ou transversal (cross-flow) 

com o aumento do valor da velocidade reduzida. Para velocidades reduzidas maiores que 

0,5Vr , os coeficientes de sustentação médio ficam aproximadamente iguais em todos 

os casos. Pode-se fazer analogia semelhante sobre o coeficiente de arrasto médio, 

concluindo que, para 0,5Vr  o DC  é o mesmo tanto para oscilações forçadas in-line e 

cross-flow como para oscilações forçadas com dois graus de liberdade (in-line e cross-

flow). Esta análise é verificada apenas em casos onde as frequências de oscilações e 

amplitudes são as mesmas, ou seja, 
YXosc fff   e 

YX AA  . 

 

 

Figura 5.35: Relação entre os coeficientes fluidodinâmicos e a Velocidade 

Reduzida. 



  124 

A Figura (5.36) evidencia que um cilindro com oscilação forçada em dois graus de 

liberdade apresenta uma relativa queda do valor da amplitude de oscilação nas curvas das 

cargas fluidodinâmicas em virtude do aumento da velocidade reduzida. Para 0,5RV  o 

valor da amplitude média do LC  fica aproximadamente igual para todos os casos. A 

amplitude média do DC  é bastante expressiva e sentida em oscilações forçadas 

longitudinais através da variação da velocidade relativa. 

 

 

*Distância entre 

CLA  e 
LC  

** Distância entre 

CDA  e 
DC  

Figura 5.36: Relação entre as amplitudes médias das curvas fluidodinâmicas com a 

velocidade reduzida para casos com um e dois g.d.l.. 
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Os modos de desprendimento de vórtices e as respectivas esteiras são ilustradas na 

Figura (5.37) para um tempo adimensional igual à 50. Para uma classificação mais 

detalhada sobre os modos de desprendimento de vórtices é necessário observar a esteira 

instantânea próxima ao cilindro sobre os pontos A,B,C,D e E. Em todas as análises desta 

seção com oscilações forçadas simultâneas longitudinais e transversais, tais pontos foram 

retirados conforme esquema a seguir, especificando seu respectivo tempo adimensional 

para cada caso rodado. Através da Tabela (5.15) e da Figura (5.38) se verifica a 

localização dos respectivos pontos sobre um referencial não inercial (x,o,y) e sobre a 

trajetória do corpo. 

(5.19) 

(5.20) 

Tabela 5.15: Respectivas amplitudes e posicionamento dos pontos A, B, C, D e E. 

Pontos )(tX osc  )(tYosc  

A 0,00 -0,13 

B -0,13 0,00 

C 0,00 0,13 

D 0,13 0,00 

E 0,00 -0,13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 tsenAtX XXosc )(

 tAtY Yyosc cos)( 
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Figura 5.37: Esteira medida no tempo adimensional t = 50 nos casos de oscilação forçada 

com dois g.d.l. ( 13,0 yXyxosc AAefff ) 

 

RxV  Oscilação forçada longitudinal e transversal  

25 

 

Caso 14 

 

0,25RV  

04,0oscf  

0,1CDosc ff  

12,5 

 

Caso 15 

 

5,12RV  

08,0oscf  

0,1CDosc ff  

5 

 

Caso 16 

 

0,5RV  

2,0oscf  

0,1CDosc ff  

2,94 

 

Caso 17 

 

94,2RV  

34,0oscf  

0,1CDosc ff  

2,50 

 

Caso 18 

 

50,2RV  

4,0oscf  

0,1CDosc ff  

1,67 

 

Caso 19 

 

67,1RV  

6,0oscf  

0,1CDosc ff  
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Os casos de oscilação forçada com dois graus de liberdade são descritos abaixo. 

 

Figura 5.38: Variação temporal do posicionamento do cilindro e definição dos 

pontos A, B, C, D e E. 

• Caso 14 e 15 – Lock-in Longitudinal 

Os modos antissimétricos de desprendimento de vórtices de Kármán foram 

identificados nos casos 14 e 15. Como já explicado anteriormente, neste modo ocorre o 

desprendimento alternado de estruturas vorticosas na parte superior e na parte inferior do 

cilindro circular. A frequência do coeficiente de sustentação é aproximadamente igual a 

frequência de Strouhal, ou seja, 21,0 SCL ff . Observa-se também que as frequências 

de arrasto ( CDf ) encontradas são respectivamente idênticas ao caso de oscilação forçada 

exclusivamente na direção do escoamento incidente para a faixa de velocidade reduzida 

255  RV . Consequentemente, é notável que a oscilação forçada transversal imposta 

pouco influência sobre o modo de desprendimento e sobre as frequências das cargas 

fluidodinâmicas.  

Em ambos os casos, 14 e 15, a frequência de oscilação está aproximadamente igual 

à frequência do coeficiente de arrasto, logo, a interação fluido-estrutura está em iminência 

de entrar em lock-in. Encontrou-se a relação de 07,1CDosc ff  e 93,0CDosc ff  para o 

caso 14 e 15, respectivamente.  É perceptível o modo Kármán nas proximidades à jusante 

do cilindro circular, porém, conforme a esteira se afasta do corpo a mesma perde a 

estrutura clássica do modo Kármán. 
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Para esta seção os pontos A, B, C, D e E são identificados iguais aos casos de 

oscilação forçada com um grau de liberdade na direção longitudinal, sendo portanto, os 

pontos retirados sobre um período da frequência da curva de oscilação longitudinal do 

cilindro. Para o caso 14 e 15 é necessário analisar os pontos P, Q, R, S e T que representam 

um período da curva do coeficiente de sustentação para melhor identificar o modo 

Kármán, conforme descrito na Figura (5.39).  

 

Figura 5.39: Séries temporais dos coeficientes das forças para o cilindro circular 

oscilando forçadamente in-line e cross-flow para o Caso 14. 

 

Para os casos 14 e 15, a representação da esteira instantânea sobre o período de 

oscilação do cilindro não identifica os modos. Logo, a esteira instantânea sobre o período 

de oscilação do LC  exemplifica melhor o desprendimento de um par de vórtices 

alternados no modo Kármán. Observa-se o desprendimento de 5 e 3 pares de estruturas 

vorticosas contra rotativas alternadas para os casos 14 e 15 respectivamente. 

Os casos analisados a seguir possuem uma relação de 0,5RV  e representam 

situações onde o efeito de lock-in é evidenciado tanto na mesma direção ao escoamento 

incidente como transversalmente ao mesmo. Maiores frequências nas curvas 

fluidodinâmicas do coeficiente de sustentação representam mais estruturas vorticosas se 

desprendendo do corpo em um tempo fixo. Consequentemente, as vibrações induzidas 

por vórtices se intensificam no corpo de maneira a sincronizar a frequência das cargas 

fluidodinâmicas com a frequência de oscilação do corpo ( oscCDCL fff  ).  
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• Caso 16 – Lock-in na direção longitudinal e transversal 

A Figura (5.37) mostra a estrutura da esteira para o tempo adimensional de t = 50 

para o Caso 16. A velocidade reduzida para ambas as direções longitudinal e transversal 

são as mesmas e iguais à 0,5RV . Ocorre competição entre os modos de desprendimento 

simétrico (S) e antissimétrico (A-III). A Figura (5.40) representa a estrutura da esteira 

instantânea durante um ciclo de oscilação do cilindro para este modo. 

 

Figura 5.40: Esteira instantânea durante um ciclo de oscilação do cilindro para o 

Caso 16 (Lock-in longitudinal e transversal). 

• Caso 17 – Lock-in longitudinal e transversal 

A Figura (5.41) mostra a estrutura da esteira para o tempo adimensional de t = 50 

para o Caso 17 e sua respectiva esteira instantânea sobre pontos representativos de dois 

períodos de oscilação. A velocidade reduzida para ambas as direções x e y são as mesmas 

e igual à 94,2RV . Ocorre competição entre os modos de desprendimento de vórtices 

simétricos (S) e antissimétricos (A-I). A esteira próxima ao cilindro possui características 

leves de coalescência. 

 

 

Ponto A 
t = 47,50 

 

Ponto B 
t = 48,75 

 

 

Ponto C 
t = 50,00 

 

 

Ponto D 
t = 51,25 

 

 

Ponto E 
t = 52,50 
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Figura 5.41: Esteira instantânea durante dois ciclos de oscilação do cilindro no 

Caso 17 (Lock-in longitudinal e transversal). 

 

• Caso 18 – Lock-in na direção longitudinal e transversal 

Neste caso, o desprendimento de vórtices na esteira próxima ao cilindro possui uma 

tendência caracterizada pelo desprendimento de um par de vórtices de um lado da 

estrutura e desprendimento de um vórtice simples do outro Figura (5.42). 

             

Figura 5.42: Esteira instantânea durante dois ciclos de oscilação do cilindro para o 

Caso 18 (Lock-in longitudinal e transversal). 
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t = 38,15 
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t = 38,75 
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t = 40,00 

 

 

Ponto H 
t = 40,65 

 

 

Ponto I 
t = 41,25 
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• Caso 19 – Lock-in na direção longitudinal e transversal 

O caso 19 não possui modo de desprendimento de vórtices identificado, porém, 

possui uma particularidade importante no seu regime de desprendimento de vórtices. Na 

parte inferior do cilindro ocorre o fenômeno de interrupção da formação de vórtices, 

caracterizado apenas por grandes instabilidades e nenhuma identificação de estrutura 

vorticosa (Figura 5.43). 

 

Figura 5.43: Fenômeno de interrupção da formação de vórtices. 

5.6.1 Efeitos da variação da frequência de oscilação forçada na 

direção longitudinal 

Nesta seção, objetiva-se analisar a influência da variação da vibração forçada 

longitudinal imposta em casos com oscilações forçadas em dois graus de liberdade. 

Iniciou-se tais análises a partir dos resultados obtidos anteriormente sobre o Caso 18, o 

qual possui os seguintes parâmetros: 50,2 RyRx VV e 13,0 yx AA . A análise dos 

efeitos da variação da frequência longitudinal sobre toda a dinâmica dos fluidos envolvida 

na formação e desprendimento de vórtices se estabelece mantendo as mesmas amplitudes 

e velocidade reduzida transversal do Caso 18 citado, ou seja, 13,0 yx AA  e 

50,2RyV , variando-se apenas a velocidade reduzida longitudinal, 2567,1  RxV . 

A frequência da curva de arrasto se mantem locada com a frequência de oscilação 

forçada longitudinal do cilindro, ou seja, CDX ff   para casos de 0,5RV . Relações de 

frequências de oscilações forçadas tais quais 5,0YX ff , propiciam o fenômeno de 

sincronização entre as frequências de oscilação forçada longitudinal do cilindro e a 

frequência de oscilação do coeficiente de arrasto (Tabela 5.16). Outra observação é que 
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o aumento da frequência longitudinal, nestas situações com oscilação forçada em dois 

graus de liberdade, não interfere no valor do coeficiente de arrasto médio, tendo este um 

valor aproximado de 30,1DC , conforme Figura (5.44). Os casos 18 e 22 possuem, 

respectivamente, 
RyRx VV   e 

RyRx VV 2 , e resulta em CDCL ff  .  

A Tabela (5.16) faz uma comparação das razões das frequências buscando evidenciar 

a sincronização e possíveis efeitos de V.I.V.. A Figura (5.44) contém resultados 

relevantes ao comportamento das curvas das cargas fluidodinâmicas pois caracteriza o 

valor médio dos coeficientes de sustentação e arrasto e as respectivas médias das 

amplitudes positivas.  

Tabela 5.16: Resultados obtidos para cilindro oscilando com 2 gdl e variação da 

frequência longitudinal 



















50,2,40,0,10Re

0,13,0

5

YY

YX

Vrf

DADA 
 

CASO RxV  RyV  
Xf  Yf  CDf  CLf  

CD

X

f

f
 

CL

X

f

f
 

CD

Y

f

f
 

CL

Y

f

f
 

20 25,00 2,50 0,04 0,40 0,26 0,14 0,15 0,29 1,54 2,86 

21 12,50 2,50 0,08 0,40 0,80 0,40 0,10 0,20 0,50 1,00 

22 5,00 2,50 0,20 0,40 0,20 0,20 1,00 1,00 2,00 2,00 

23 2,94 2,50 0,34 0,40 0,34 0,06 1,00 5,67 1,18 6,67 

18 2,50 2,50 0,40 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 1,00 1,00 

24 1,67 2,50 0,60 0,40 0,60 0,80 1,00 0,75 0,67 0,50 

 

As amplitudes médias das curvas dos coeficientes fluidodinâmicos apresentam 

comportamento de redução de valores conforme aumenta-se a velocidade reduzida 

longitudinal. Tanto os coeficientes médios das cargas integradas como suas amplitudes 

médias atingem valores praticamente constantes após 50,12RxV . 
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Figura 5.44: Relação entre os parâmetros obtidos das curvas dos coeficientes 

fluidodinâmicos com a velocidade reduzida. 

A Figura (5.45) ilustra os diferentes movimentos do cilindro circular devido a 

mudança dos parâmetros relacionados às oscilações forçadas impostas sobre o mesmo. O 

fenômeno de lock-in ocorre, nestes casos de oscilação forçada, independente da trajetória 

periódica percorrida pelo corpo. 
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Caso 20 
 40,0;04,0  YX ff  

Caso 21 
 40,0;08,0  YX ff  

Caso 22 
 40,0;20,0  YX ff  

   
Caso 23 

 40,0;34,0  YX ff  

Caso18 

 40,0;40,0  YX ff  

Caso 24 

 40,0;60,0  YX ff  

  
 

Figura 5.45: Trajetória do cilindro circular mencionado do tempo adimensional t = 

0,0 até t = 40,00. 

A Figura (5.46) apresenta a esteira de vórtices a jusante do corpo para os diversos 

casos desta seção obtidos em um tempo adimensional igual à 50t . Os modos de 

desprendimento de vórtices com dois graus de liberdade possuem características 

intercaladas das oscilações forçadas em um grau de liberdade na longitudinal e 

transversal. Contudo, uma exata identificação dos modos não se faz presente neste 

trabalho.  
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Figura 5.46: Influência da variação da frequência de oscilação forçada longitudinal 

na esteira. 

RxV  50,2RyV ; 13,0 yx AA   

25 

 

Caso 20 

 

15,0CDX ff  

86,2CLY ff  

12,5 

 

Caso 21 

 

10,0CDX ff  

00,1CLY ff  

5 

 

Caso 22 

 

00,1CDX ff  

00,2CLY ff  

2,94 

 

Caso 23 

 

00,1CDX ff  

67,6CLY ff  

2,50 

 

Caso 18 

 

00,1CDX ff  

00,1CLY ff  

1,67 

 

Caso 24 

 

00,1CDX ff  

50,0CLY ff  
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5.6.2 Efeitos da variação da amplitude na direção longitudinal 

Os efeitos da variação da amplitude longitudinal são observados na Tabela (5.17) 

através dos resultados obtidos por simulação numérica computacional considerando o 

caso de velocidade reduzida 50,2RV  e diferentes valores de amplitude de oscilação 

longitudinal. Assim, pode-se analisar sua influência sobre os coeficientes médios 

fluidodinâmicos, frequências e amplitudes do coeficiente de sustentação e arrasto, assim 

como no modo de desprendimento de vórtices e formação de esteira. A amplitude da 

oscilação forçada transversal é mantida em 13,0YA  e a amplitude de oscilação 

longitudinal varia entre 60,004,0  XA . 

Tabela 5.17: Resultados obtidos para O cilindro oscilando com 2 gdl e variação da 

amplitude longitudinal. 



















13,0,

10Re,0, 5

YRRyRx

oscYX

AVVV

fff 
 

CASO XA  YA  oscf  CDf  CLf  
CD

osc

f

f
 

CL

osc

f

f
 

25 0,04 0,13 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

26 0,08 0,13 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

18 0,13 0,13 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

27 0,20 0,13 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

28 0,34 0,13 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

29 0,40 0,13 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

30 0,60 0,13 0,40 0,40 0,80 1,00 0,50 

 

As frequências obtidas via F.F.T. nas curvas temporais do coeficiente de arrasto e 

sustentação se mantêm sincronizadas com as frequências de oscilação forçada do cilindro, 

ou seja, CDCLosc fff  . O lock-in permanece presente na interação fluido estrutura 

independente da amplitude longitudinal. Quanto maior a amplitude longitudinal, mais a 

tendência de a frequência de sustentação obter uma relação oscCL ff 2 . Tanto que, no 

caso 30, a frequência da curva temporal do coeficiente de sustentação é 80,0CLf . 

Os gráficos da Figura (5.47) informam a influência da variação da amplitude de 

oscilação forçada longitudinal sobre os valores atribuídos as cargas fluidodinâmicas.  
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Nota-se que, mesmo fixando um valor de amplitude transversal igual à 13,0YA , para 

todos os casos desta Seção, as amplitudes médias das curvas do LC  e DC aumentam quase 

que linearmente com a amplitude de oscilação longitudinal. Já o valor médio dos 

coeficientes das cargas integradas não se define em função da variação da amplitude 

longitudinal. De fato, o valor de tais coeficientes se lineariza para 34,0XA . 

 

 

Figura 5.47: Relação entre parâmetros obtidos das curvas dos coeficientes 

fluidodinâmicos com a Velocidade Reduzida. 

A Figura (5.48) é uma importante representação da trajetória percorrida pelo corpo 

ao longo do tempo. Ocorre, nesta figura, uma diferença de escalas entre o eixo X(t) e Y(t). 

O aumento da amplitude longitudinal institui movimentos longitudinais ao corpo, 
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esperando, portanto, resultados mais próximos aos casos de oscilação forçada 

longitudinal com um grau de liberdade. 

 

Figura 5.48: Trajetória do cilindro circular conforme variação da amplitude de 

oscilação longitudinal. 

A Figura (5.50) denota a esteira de vórtices, no tempo adimensional de t = 50, para 

os diversos casos que variam amplitude de oscilação forçada longitudinal do corpo. O 

Caso 25 apresenta uma esteira similar ao Caso 12, ou seja, similaridade com a oscilação 

forçada transversal nas mesmas condições de velocidade reduzida e amplitude de 

oscilação forçada. Para amplitudes longitudinais XA 0,08, o efeito da oscilação forçada 

na direção longitudinal não é sentido na esteira, esboçando traços do modo 2P (modo 

clássico de V.I.V. na direção transversal).  
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Figura 5.49: Influência da variação da amplitude longitudinal na formação da 

esteira para t = 50. 

xA  50,2 RyRx VV ; 13,0yA   
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Caso 28 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  
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0,40 
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5,0  
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5.6.3 Efeitos da variação da frequência de oscilação forçada na 

direção transversal 

As análises desta seção iniciaram-se através de dois casos já estudados na seção de 

oscilação forçada longitudinal e que resultaram em modos de desprendimento simétricos 

(Casos 5 e 6). Nestes casos, se impôs velocidades reduzidas transversais na faixa de

2567,1  RyV  com amplitude de mesma magnitude, ou seja, YX AA  . 

Na Tabela (5.18) observa-se que a frequência da curva de arrasto se mantêm locada 

com a frequência de oscilação forçada longitudinal do cilindro, ou seja, XCD ff  para 

todos casos analisados, com exceção do Caso 33. O Caso 33 é uma particularidade, onde 

se tem a relação YX ff 2  e YCD ff  . Desta maneira, mesmo aumentando a frequência 

de oscilação forçada transversal, esta não interfere no fenômeno de sincronização 

observado entre CDf e Xf . 

Nos casos 17 e 18 (
YX ff  ) e Caso 33 (

YX ff 2 ), as frequências das curvas das 

cargas integradas são iguais, ou seja, CDCL ff  . A frequência da curva temporal do 

coeficiente de sustentação encontrada via F.F.T. sincroniza principalmente com valores 

menores da oscilação forçada transversal imposta (
Yf ). Isto se explica devido às 

perturbações mais bruscas na esteira de vórtices a jusante do corpo, quando submetido a 

velocidades angulares transversais maiores.  

A Figura (5.50) contém resultados relevantes ao comportamento das curvas das 

cargas fluidodinâmicas pois caracteriza o valor médio dos coeficientes de sustentação e 

arrasto e as respectivas médias das amplitudes positivas. 
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Tabela 5.18: Resultados obtidos para o cilindro oscilando com 2 gdl e variação da 

frequência tranversal 

 510Re,0,13,0  DADA YX
 

CASO RxV  RyV  
Xf  Yf  CDf  CLf  

CD

X

f

f
 

CL

X

f

f
 

CD

Y

f

f
 

CL

Y

f

f
 

31 2,50 25,00 0,40 0,04 0,40 0,04 1,00 10,00 0,10 1,00 

32 2,50 12,50 0,40 0,08 0,40 0,07 1,00 5,56 0,20 1,11 

33 2,50 5,00 0,40 0,20 0,20 0,20 2,00 2,00 1,00 1,00 

34 2,50 2,94 0,40 0,34 0,40 0,06 1,00 6,67 0,85 5,67 

18 2,50 2,50 0,40 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 1,00 1,00 

35 2,50 1,67 0,40 0,60 0,40 0,20 1,00 2,00 1,50 3,00 

36 2,94 25,00 0,34 0,04 0,34 0,04 1,00 8,50 0,12 1,00 

37 2,94 12,50 0,34 0,08 0,34 0,08 1,00 4,25 0,24 1,00 

38 2,94 5,00 0,34 0,20 0,34 0,14 1,00 2,43 0,59 1,43 

17 2,94 2,94 0,34 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 1,00 1,00 

39 2,94 2,50 0,34 0,40 0,34 0,06 1,00 5,67 1,18 6,67 

40 2,94 1,67 0,34 0,60 0,34 0,25 1,00 1,36 1,76 2,40 

 

O aumento da Velocidade Reduzida na direção transversal, para o caso de oscilação 

forçada com dois graus de liberdade, não interfere significantemente no coeficiente de 

sustentação médio (exceção dos casos 38 (
YX ff  ) e Caso 33 (

YX ff 2 ) que se mantêm 

próximos ao valor de zero, porém, menores velocidades reduzidas implicam em 

coeficientes de arrasto médio maiores. 
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Figura 5.50: Relação entre os coeficientes fluidodinâmicos com a Velocidade 

Reduzida. 

As amplitudes médias das cargas fluidodinâmicas integradas estão definidas na 

Figura (5.51). A análise destes dados é importante para avaliar o comportamento das 

curvas dos coeficientes fluidodinâmicos e observar características e tendências 

relacionadas aos modos de desprendimento. 
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*Distância entre 

CLA  e 
LC  

** Distância entre 

CDA  e 
DC  

Figura 5.51: Relação entre as amplitudes médias das curvas fluidodinâmicas com a 

velocidade reduzida. 

A fim de ilustração do movimento do corpo ao longo do tempo, a Figura (5.52) 

denota a trajetória do corpo durante um tempo adimensional  50t . 

A influência da imposição e variação de oscilação forçada transversal sobre o regime 

de vórtices é observado através das esteiras capturadas no tempo adimensional de t = 50 

conforme Figura (5.53). Estando a velocidade reduzida longitudinal na faixa

94,250,2  RxV , observa-se que a imposição de oscilações forçadas transversais, tais 

quais 50,12RyV  não influenciam a esteira e esta permanece inerte aos efeitos da 

oscilação forçada transversal. Para 50,12RyV  a esteira altera seu padrão de 

desprendimento de vórtices, antes caracterizado somente pela oscilação forçada 

longitudinal, e começa a apresentar nova formação definida por uma sobreposição dos 

dois modos. 
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Caso 31 
 04,0;40,0  YX ff  

Caso 32 
 08,0;40,0  YX ff  

Caso 33 
 20,0;40,0  YX ff  

   

Caso 34 
 34,0;40,0  YX ff  

Caso 18  
 40,0;40,0  YX ff  

Caso 35 
 60,0;40,0  YX ff  

  
 

Caso 36 
 04,0;34,0  YX ff  

Caso 37 
 08,0;34,0  YX ff  

Caso 38 
 20,0;34,0  YX ff  

   
Caso 17  

 34,0;34,0  YX ff  
Caso 39  

 40,0;34,0  YX ff  
Caso 40 

 60,0;34,0  YX ff  

   
Figura 5.52: Trajetória do cilindro circular mencionado do tempo adimensional  

t = 0,0 até t = 50. 
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RyV  50,2RxV ; 13,0 yx AA   

25 

 

Caso 31 

 

00,1CDX ff  

00,1CLY ff  

12,5 

 

Caso 32 

 

00,1CDX ff  

11,1CLY ff  

5 

 

Caso 33 

 

00,2CDX ff  

00,1CLY ff  

2,94 

 

Caso 34 

 

00,1CDX ff  

67,5CLY ff  

2,50 

 

Caso 18 

 

00,1CDX ff  

00,1CLY ff  

1,67 

 

Caso 35 

 

00,1CDX ff  

00,3CLY ff  
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Figura 5.53: Influência da variação da frequência transversal na formação da esteira 

para t = 50. 

RyV  94,2RxV ; 13,0 yx AA   

25 

 

Caso 36 

 

 

00,1CDX ff  

00,1CLY ff  

12,5 

 

 

Caso 37 

 

 

00,1CDX ff  

00,1CLY ff  

5 

 

Caso 38 

 

 

00,1CDX ff  

43 

2,94 

 

Caso 17 

 

 

00,1CDX ff  

00,1CLY ff  

2,50 

 

Caso 39 

 

 

00,1CDX ff  

67,6CLY ff  

1,67 

 

Caso 40 

 

 

00,1CDX ff  

40,2CLY ff  
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5.6.4 Efeitos da variação da amplitude na direção transversal 

A Tabela (5.19) apresenta os resultados obtidos na simulação numérica considerando 

dois casos de velocidades reduzidas específicos ( 94,250,2  RR VeV )e diferentes 

valores para a amplitude de oscilação forçada transversal ao escoamento incidente. O 

intuito é analisar o efeito da amplitude transversal sobre os coeficientes médios 

fluidodinâmicos, frequências e amplitudes das curvas do coeficiente de sustentação e 

arrasto, assim como o modo de desprendimento e esteira de vórtices. A amplitude de 

oscilação longitudinal é mantida em 13,0XA  e a amplitude de oscilação transversal 

varia na faixa entre 60,004,0  YA . Todos os casos analisados nesta seção indicam que 

tal amplitude transversal não influencia nas frequências das cargas fluidodinâmicas 

integradas. Além deste fato, em todas as situações apresentadas o fenômeno da 

sincronização (lock-in) é evidenciado nas duas direções, caracterizando que a variação da 

amplitude de oscilação transversal do cilindro não influenciou significantemente na CLf  

e CDf . 

Tabela 5.19: Resultados obtidos para cilindro oscilando com 2 gdl e variação da 

amplitude longitudinal. 

 510Re,0,  oscYX fff  

CASO 
XA  YA  oscf  CDf  CLf  

CD

osc

f

f
 

CL

osc

f

f
 

41 0,13 0,04 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

42 0,13 0,08 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

43 0,13 0,20 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

44 0,13 0,34 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

45 0,13 0,40 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

46 0,13 0,60 0,40 0,40 0,40 1,00 1,00 

47 0,13 0,04 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 

48 0,13 0,08 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 

49 0,13 0,20 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 

50 0,13 0,34 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 

51 0,13 0,40 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 

52 0,13 0,60 0,34 0,34 0,34 1,00 1,00 
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Dos casos apresentados na Tabela (5.19), elaborou-se os diversos gráficos a seguir 

avaliando-se a influência da variação da amplitude de oscilação transversal sobre os 

valores atribuídos às cargas fluidodinâmicas.  

Na faixa da amplitude transversal 20,004,0  YA , evidencia-se um aumento do 

coeficiente médio de sustentação e respectivo decréscimo do coeficiente de arrasto médio, 

conforme se aumenta a magnitude de YA . Já na faixa entre 60,020,0  YA , o LC  tende 

a um valor constante e o DC  começa a aumentar de valor conforme aumenta YA . 

 

 

Figura 5.54: Influência da amplitude transversal sobre os coeficientes fluidodinâmicos 

integrados 
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Aumentando o valor da amplitude transversal imposta ao corpo, esta influência no 

acréscimo do valor das amplitudes das curvas temporais do LC e DC . 

 

 

*Distância entre 

CLA  e 
LC  

** Distância entre 

CDA  e 
DC  

Figura 5.55: Influência da amplitude transversal sobre os coeficientes fluidodinâmicos 

A Figura (5.56) é uma importante representação da trajetória percorrida pelo corpo 

durante um período de oscilação. Para casos onde a amplitude transversal é 13,0YA , se 

observa uma oscilação com predominância na direção do escoamento. Já para amplitudes 

13,0YA , a trajetória do corpo tende na direção transversal ao escoamento incidente. 
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Esta trajetória é importante para identificarmos os pontos A,B,C,D e E utilizados para 

obtenção da esteira instantânea de vórtices. 

                             

Figura 5.56: Trajetória do cilindro circular conforme variação da amplitude de oscilação 

transversal para 13,0XA . 

Apesar da variação da amplitude da oscilação forçada transversal não interferir nos 

valores das frequências das cargas fluidodinâmicas, nem na sincronização em ambas as 

direções longitudinal e transversal, os modos de desprendimento de vórtices, assim como 

a esteira de vórtices são influenciados pela variação deste parâmetro, conforme Figura 

(5.57). Para XY AA  , a esteira predomina com características típicas de oscilação forçada 

longitudinal nestes mesmos parâmetros, possuindo tendência ao modo simétrico. Quando 

XY AA  , a esteira é caracterizada pela formação de intensa coalescência de vórtices nas 

proximidades do corpo. 
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YA  50,2 RyRx VV ; 13,0xA   

0,04 

 

Caso 41 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,08 

 

Caso 42 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,13 

 

Caso 18 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,20 

 

Caso 43 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,34 

 

Caso 44 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,40 

 

Caso 45 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,60 

 

Caso 46 

 

40,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  
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Figura 5.57: Esteira característica de cilindro circular oscilando com 2 g.d.l. e variando 

amplitude transversal de oscilação.  

YA  94,2 RyRx VV ; 13,0xA   

0,04 

 

Caso 47 

 

34,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  
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0,1CDosc ff  
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34,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,20 

 

Caso 49 

 

34,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,34 

 

Caso 50 

 

34,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,40 

 

Caso 51 

 

34,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  

0,60 

 

Caso 52 

 

34,0oscf  

0,1CLosc ff  

0,1CDosc ff  
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Capítulo 6  

 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS 

FUTUROS 

6.1 Principais Conclusões 

Neste trabalho utilizou-se uma versão puramente Lagrangeana do M.V.D. para a 

análise numérica do escoamento bidimensional ao redor de um cilindro circular isolado e 

oscilando forçadamente com até dois graus de liberdade usando um valor elevado do 

número de Reynolds, Re=105. Este assunto é de grande interesse no meio tecnológico, 

pois esta configuração aparece com bastante frequência em estruturas marítimas, como 

os risers de produção e umbilicais de plataformas de petróleo, e também no meio 

acadêmico, uma vez que se trata do estudo de fenômenos complexos originados do 

escoamento ao redor de uma geometria simples: cilindro circular. Os risers são estruturas 

críticas e devem ser projetados com grandes coeficientes de segurança, a fim de evitar 

desastres naturais e interrupções de produção de petróleo. O elevado custo destas 

estruturas tem garantido muitos esforços na busca de uma melhor compreensão do 

fenômeno de V.I.V. e de suas implicações na operação de risers. Esta foi a principal 

motivação tecnológica para o desenvolvimento deste trabalho. 

O objetivo fundamental do trabalho concentrou-se na procura de uma melhor 

compreensão do fenômeno de acoplamento vibração/escoamento, com a consequente 

diminuição da incerteza na determinação das forças fluidodinâmicas que atuam nos 



  154 

elementos cilíndricos de plataformas offshore de produção de petróleo. A metodologia 

utilizada neste trabalho permitiu o cálculo dos carregamentos fluidodinâmicos atuantes 

sobre a superfície do cilindro circular considerando-se a dinâmica do campo de 

vorticidades. Os resultados numéricos para carregamentos fluidodinâmicos foram 

inicialmente aferidos para o modelo estrutural do corpo estacionário e isolado e 

apresentaram uma concordância muito boa com resultados experimentais encontrados na 

literatura. 

Há dificuldades para a realização de ensaios experimentais baseados em escala 

reduzida para os “risers” e dutos submarinos. Os resultados numéricos se tornam 

importantes e auxiliam nos entendimentos fundamentais do fenômeno de atrelagem 

síncrona. A abordagem baseada em C.F.D., apesar de poderosa e promissora, encontra 

dificuldades ainda insuperáveis relacionados à tridimensionalidade do problema. A 

técnica experimental, por sua vez, não consegue representar, de maneira apropriada, o 

riser real, não só porque a distorção de escala é expressiva como, também, porque a 

condição ambiental é muito difícil de ser reproduzida em laboratório. Neste contexto, o 

presente trabalho apresentou uma boa compreensão do fenômeno de sincronização para 

as condições de vibração forçada transversal e longitudinal em relação à direção do 

escoamento incidente, além da combinação de vibrações com dois graus de liberdade. 

Embora existam diferentes aspectos a ser analisados para uma aplicação ao problema 

prático, foi possível tirar conclusões importantes. 

A região da esteira próxima de um cilindro circular é a parte do escoamento 

perturbado que recebeu a maior atenção neste trabalho. Verificou-se a presença de 

grandes estruturas vorticosas formadas na porção desta região, também denominada de 

região de esteira próxima. Estas estruturas vorticosas são advectadas ao longo da esteira, 

ao mesmo tempo em que decaem de intensidade por efeitos de difusão viscosa. A forma 

e o decaimento de tais estruturas dependem do estado do escoamento nesta região, que 

pode ser laminar, transacional ou turbulento. A característica fundamental dos 

escoamentos analisados neste trabalho é a sincronização entre a frequência de emissão de 

vórtices e a frequência de vibração dominante da estrutura. Para esta condição os efeitos 

tridimensionais são bastante reduzidos na região da esteira próxima. A literatura mostra 

que a esteira de vórtices para um cilindro isolado e estacionário até Re≈180-220 é 

bidimensional; a partir deste valor, sinais de turbulência e, consequentemente, de 

tridimensionalidade, começam a aparecer. 
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É importante registrar que os resultados obtidos são bastante restritos dada a 

complexidade do fenômeno de V.I.V.. Os modelos estudados neste trabalho trataram 

V.I.V. de cilindros rígidos forçados a vibrar sob hipótese de escoamento bidimensional e 

com até dois graus de liberdade. Na prática, um riser é uma estrutura flexível, possui pelo 

menos dois graus de liberdade relevantes à V.I.V. e o escoamento é, ao menos fracamente, 

tridimensional. 

Para a representação do corpo e para a geração de vorticidade foi utilizado um critério 

mais apurado para verificação das condições de contorno. Conforme comentado nas 

seções anteriores, para garantir a condição de impenetrabilidade e a condição de 

escorregamento nulo impõe-se a condição de aderência. Estando o corpo estacionário ou 

em movimento, essa condição mostra que na sua fronteira as velocidades normais e 

tangenciais devem ser iguais à velocidade do corpo. Neste estudo, a fronteira do corpo 

foi representada por painéis planos, logo, sobre o ponto de controle de cada painel plano 

verificou-se simultaneamente somatórios de velocidade tangencial e de velocidade 

normal induzidas iguais a zero. A condição de impenetrabilidade foi obtida através do 

Método de Painéis (distribuição de fontes com densidade constante e condição de 

contorno de Neumann). Já a condição de escorregamento nulo foi verificada através da 

distribuição de vórtices discretos nascentes de Lamb. Os dois sistemas lineares de 

equações formados apresentam um problema sequencial para a suas soluções. Em um 

primeiro instante, para garantir a impenetrabilidade, calcula-se a interação painel-painel 

e painel-vórtice, obtendo uma solução para o sistema linear de fontes. Já em um segundo 

instante, para garantir o escorregamento-nulo, novos vórtices discretos de Lamb são 

gerados no ponto de controle de cada painel, porém esse surgimento de novos vórtices 

discretos causa um desbalanceamento na condição de impenetrabilidade já calculada, 

chegando-se em uma divergência nos resultados. Para resolver esse impasse, criou-se um 

processo iterativo para fazer com que esse desbalanceamento seja o menor possível. A 

equação matricial de fontes é resolvida inicialmente e, em seguida o escoamento incidente 

e as fontes geradas são usados para resolver a equação matricial de vórtices nascentes. 

Após alguns experimentos (BIMBATO, 2012), concluiu-se que dez iterações deste 

processo são suficientes para que os resultados convergem e as duas condições de 

contorno sejam simultaneamente satisfeitas. 

Para vibrações forçadas na mesma direção do escoamento incidente (in-line), os 

resultados numéricos foram obtidos em termos de velocidade reduzida, para a 
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classificação dos modos de formação de vórtices, adotando-se 2567,1  RV . Os regimes 

de formação de vórtices encontrados foram o modo simétrico (S-I), o modo antissimétrico 

(Kármán e A-IV) e o modo de competição entre o modo simétrico (S) e modo 

antissimétrico (A-III), identificado como (S + A-III). Mesmo para número de Reynolds 

adotado nas simulações igual a Re=105, os modos de sincronização foram identificados 

em conformidade com os experimentos de Ongoren & Rockwell (1988) para Re=855. 

Todas as simulações numéricas realizadas com oscilação forçada somente na direção 

longitudinal obtiveram sincronização entre as frequências de oscilação forçada na direção 

longitudinal e a frequência de oscilação da curva do coeficiente de arrasto. Conclui-se 

que o código computacional desenvolvido utilizando o M.V.D. associado a um modelo 

estrutural de vibração forçada foi capaz de reproduzir modos típicos para vibrações na 

direção longitudinal (in-line). 

Para vibrações forçadas na direção transversal ao escoamento incidente (cross-flow), 

os resultados numéricos foram obtidos em termos de velocidade reduzida, para a 

classificação dos modos de formação de vórtices, adotando-se 2567,1  RV . Os regimes 

de formação de vórtices encontrados foram o modo Kármán, o modo 2S de 

desprendimento de dois vórtices singulares, o modo 2P de desprendimento de dois pares 

de vórtices e o fenômeno de coalescência. Mesmo para número de Reynolds adotado nas 

simulações igual a Re=105 os modos de sincronização foram identificados em 

conformidade com os experimentos de (WILLIAMSON e ROSHKO, 1988). Para 

velocidades reduzidas 0,5RyV , as simulações numéricas realizadas com oscilação 

forçada somente na direção transversal obtiveram sincronização entre as frequências de 

oscilação forçada na direção transversal e a frequência de oscilação da curva do 

coeficiente de sustentação. Conclui-se que o código computacional desenvolvido 

utilizando o M.V.D. associado a um modelo estrutural de vibração forçada foi capaz de 

reproduzir modos típicos para vibrações na direção transversal (cross-flow). 

Para vibrações forçadas com dois graus de liberdade, os resultados numéricos 

apresentaram resultados bastante satisfatórios mantendo tendências ao regime de 

sincronização. Nos casos que possuem mesma velocidade reduzida longitudinal e 

transversal assim como mesma amplitude de oscilação nestas direções, os regimes de 

formação de vórtices encontrados não possuem padrão para a identificação, evidenciando 

apenas algumas semelhanças com os modos clássicos de V.I.V. em uma direção. Tais 
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semelhanças foram identificadas e a esteira de vórtices apresenta uma formação 

caracterizada pela sobreposição dos modos de sincronização encontrados para um grau 

de liberdade, tanto na direção longitudinal como na direção transversal. Nos casos 

analisados que possuem 
RyRx VV  na faixa entre 50,12RV  e 13,0 YX AA , os regimes de 

formação de vórtices encontrados assemelham-se com o modo antissimétrico de Kármán. 

Portanto, tais frequências de oscilação forçada são tão baixas que o regime de formação 

de vórtices se comporta aproximadamente igual ao cilindro circular sem oscilação. Os 

resultados numéricos captaram com sucesso regimes de lock-in simples e duplo. No 

entanto, há dificuldade para classificar os modos de formação de vórtices devido as 

diferentes competições dos regimes. Não foi identificado na literatura uma classificação 

de modos específicos para desprendimento de vórtices em cilindro circular oscilando com 

dois graus de liberdade. Nesta condição de análise, a principal contribuição do trabalho 

evidenciou que a sincronização, em simulações numéricas que oscilam forçadamente na 

direção longitudinal e transversal, conserva as mesmas sincronizações características das 

oscilações forçadas em apenas uma direção. Ou seja, as relações CDX ff  e CLY ff , no 

caso de oscilações forçadas com dois graus de liberdade, são as mesmas que que no caso 

de oscilação forçada apenas na direção longitudinal e oscilação forçada apenas na direção 

transversal, respectivamente. 

Ainda sobre vibrações forçadas com dois graus de liberdade, objetivou-se analisar a 

influência da variação da frequência da oscilação forçada longitudinal ou transversal e 

variação da amplitude de oscilação forçada longitudinal ou transversal sobre alguns 

resultados analisados anteriormente com RyRx VV  e YX AA  . Abaixo as conclusões 

obtidas para tais situações. 

1. Variação da frequência de oscilação na direção longitudinal 

- Não influencia significativamente na sincronização de CDX ff  . 

- Interfere na frequência da curva temporal do coeficiente de sustentação ( CLf ), portanto 

influencia na sincronização na direção transversal. 

- Aumento da RxV denota características à esteira advindas de casos de oscilação forçada 

na direção transversal (Esteira modo 2P). 
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2. Variação da frequência de oscilação na direção transversal 

- Mesmo para altos valores 
RyV , ocorre a sincronização na direção transversal (

CLY ff  ). 

Ou seja, nesta direção o fenômeno de V.I.V.  são menos sensíveis à oscilação forçada do 

que na direção longitudinal. 

- Não interfere na frequência da curva temporal do coeficiente de arrasto ( CDf ), portanto 

influencia na sincronização na direção longitudinal. 

- Baixos valores de RyV  intensificam coalescência sobre a esteira à jusante do corpo. 

3. Variação da amplitude de oscilação na direção longitudinal 

- Não influencia no fenômeno de sincronização em ambas as direções. Para a amplitude

60,0XA , observou-se alteração na frequência de oscilação da curva do coeficiente de 

sustentação. 

- Aumento do valor XA  eleva o valor dos coeficientes fluidodinâmicos integrados LC  e 

DC  e as amplitudes médias das curvas dos coeficientes integrados CLA  e CDA . 

- Aumento de XA  intensifica o fenômeno de coalescência na esteira próxima ao corpo. 

4. Variação da amplitude de oscilação transversal 

- Não influencia no fenômeno de sincronização em ambas as direções. 

- Aumento do valor de YA  eleva o valor do coeficiente de sustentação médio LC  (até 

este se manter praticamente constante) e das amplitudes médias das curvas dos 

coeficientes integrados CLA  e CDA . 

- Aumento de YA  intensifica o fenômeno de coalescência na esteira próxima ao corpo. 

6.2 Sugestões para Trabalhos Futuros 

Como sugestões para trabalhos futuros ficarão a execução de simulações com efeitos 

de interferência e de transferência de calor por advecção mista.  

O efeito solo, para o caso dos dutos submarinos, é um fenômeno que deve ser 

incluído nas análises. Pode-se agregar a esta sugestão o uso de modelagem de rugosidade 

(BIMBATO, 2012); dependendo do valor da rugosidade, as asperezas da superfície do 
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corpo e do chão irão interferir no tempo de dissipação das estruturas vorticosas que se 

formam na esteira próxima ao corpo. 

A extensão do presente código computacional para a inclusão de mecanismos de 

transferência de calor por advecção mista (OGAMI, 2001 e ALCÂNTARA PEREIRA & 

HIRATA, 2003) permitirá que os fenômenos estudados sejam investigados sob nova 

ótica. 

Novas investigações podem ser feitas para o problema de oscilação forçada com dois 

graus de liberdade para diferentes frequências e amplitudes de oscilação forçada com o 

intuito de mapear novas regiões que presenciam os fenômenos de sincronização, ou lock-

in.  

Movimento de rotação pode ser facilmente incorporado ao código numérico para tais 

situações de dois graus de liberdade, favorecendo condições mais realísticas ao problema.  

Configurações com cilindros in tandem e oscilando em dois graus de liberdade 

podem ser investigados para observar fenômenos ligados a vibrações induzidas pela 

esteira. 

Finalmente, o uso de processamento paralelo e a inclusão de efeitos tridimensionais 

nas simulações numéricas são objetivos que se vislumbra atingir em um futuro próximo. 
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Apêndice A – MODELO DE VÓRTICE DE LAMB 

 

A difusão radial da vorticidade contida no interior do raio do núcleo de um vórtice 

pontual, localizado no plano, pode ser representada graficamente conforme Figura (A.1), 

Alcântara Pereira (2016). 

 

Figura A.1: Difusão radial da vorticidade. 

sendo   a intensidade do vórtice pontual e  (r,t) a distribuição radial da vorticidade. 

A intensidade do vórtice pontual é definida como: 

(A.1) 

 

A E.T.V. em coordenadas cilíndricas ( zr ,, ) é escrita como: 

 

(A.2) 
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Considerando a simetria do problema e somente o efeito de difusão aplicado à Eq. 

(A.2), ou seja, 












 00


eU r , tem-se: 

(A.3) 

 

Utiliza-se a técnica da análise dimensional para obter uma expressão da velocidade 

tangencial induzida por um vórtice pontual. Para isto, seguem-se os respectivos passos: 

1 Passo: Relação Funcional: 0,,, 












trF . 

Portanto, há 4 grandezas. 

2 Passo: Ordem da matriz dimensional (r), Figura (A.2) 

 

Figura A.1: Matriz dimensional para a difusão da vorticidade. 

Portanto, r = 2. 
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4 Passo: Relação adimensional:   .0, 21   

(A.4) 

 

Considerando  


 f
t


 , a relação adimensional definida pela Eq (A.4) pode ser 

escrita como: 

(A.5) 

 

e cujas derivadas tomam a seguinte forma: 
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(A.10) 

 

 

(A.11) 

 

Substituindo as derivadas anteriores na Eq. (A.3) resulta: 

(A.12) 

 

Ajustando: 
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(A.13) 

Como 
4

1
B  tem-se, em termos de variáveis dimensionais, a equação que mostra 

uma distribuição Gaussiana da vorticidade: 

(A.14) 

 

A utilização da definição de vorticidade permite calcular imediatamente a velocidade 

tangencial induzida por um vórtice discreto de Lamb: 
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Assim, U  resulta na seguinte expressão: 

(A.15) 

 

A Figura (A.2) representa graficamente o comportamento da distribuição da 

vorticidade e da velocidade tangencial no interior do raio do núcleo de um vórtice discreto 

de Lamb de intensidade  . O raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb é definido por 

t  4  em analogia com o conceito de raio de penetração da vorticidade a partir de 

uma fronteira sólida durante um incremento de tempo. 

Este modelo de partícula é apropriado para a representação dos vórtices discretos no 

domínio fluido, que induzem velocidade sobre os pontos de geração de novos vórtices 

discretos e que induzem velocidade sobre os outros vórtices discretos da nuvem. 
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         (a) Distribuição de vorticidade,                 (b) velocidade tangencial induzida, u 

Figura A.2: Modelo do vórtice discreto de Lamb. 
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Apêndice B – O CÓDIGO NUMÉRICO DESENVOLVIDO: 

TWO-DEGREES-OF-FREEDOM 

 

A Figura (B.1) apresenta a estrutura do programa computacional desenvolvido em 

linguagem FORTRAN para entendimentos iniciais do usuário. 

 

Figura B.1: Estrutura computacional do programa TWO-DEGREES-OF-

FREEDOMFOR. 
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